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Abstract 
This project has been carried out within the context of the maths counsellor programme at 
Roskilde University. It is divided into three separate subprojects dealing with students’ problems 
with concepts and concept formation, mathematical reasoning and proof, and mathematical 
modelling, respectively. The purpose of each subproject has been to gain insight into student 
difficulties in the given domain and to devise methods of intervention that might help reduce 
these difficulties. This work has been based partly on readings of mathematics education 
literature. For each subproject, an appendix is provided which contains summaries of articles from 
said literature. A crucial addition to this theoretical work has been empirical work with our own 
students. This empirical work has taken place at four different schools, which together cover all 
four branches of the Danish gymnasium. Throughout the programme the empirical work has been 
organized in accordance with the three phases of maths counselling. In the first phase, a detection 
test was administered to a larger group of students. Based on the test individual students were 
identified and selected for participation in the second phase, the purpose of which was to 
diagnose the learning difficulties of the selected students through diagnostic interviews. Finally, in 
the third phase, interventions were undertaken with the aim of reducing the difficulties uncovered 
in the diagnostic phase. We have learned that the diagnostic interviews are time-consuming, but 
nevertheless worth the effort. We have gradually improved our interview technique and learned 
to really listen to the students rather than beginning intervention prematurely. Increasingly, then, 
the interviews described in the subprojects provide a good starting point for the subsequent 
interventions. The interventions differ as to whether they have been carried out with individual 
students, pairs of students, or entire classes. The cases described in the subprojects do not lend 
themselves to a conclusion about the superiority of one form of intervention over another. We 
have found that the appropriate form depends on many factors, including the learning difficulties 
in question, the class, and the counsellor. Regarding the content of interventions, we have had 
particular success with the implementation of the process of empirical abstraction. In addition, we 
have found it a fruitful approach to work with students’ abilities to employ metacognition. We 
have observed positive effects of enhanced metacognitive abilities in areas such as concept 
formation, the reading of mathematical texts and mathematical modelling. Overall, our readings 
of the literature and our empirical work has given us a firm foundation for our future work as 
maths counsellors. 
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Kappe 
Forord 
I denne kappe til tre mini-projekter, udarbejdet i forbindelse med matematikvejlederuddannelsen 
på Roskilde Universitet, vil vi skue tilbage på de tre semestre og reflektere over, hvad vi egentlig 
har gjort og er blevet klogere på i forbindelse med den empiriske del af uddannelsen. 
Der vil først være en introduktion til vores samarbejde og arbejdet i de tre semestre, som udfoldes 
i de tre mini-projekter, der er placeret efter denne kappe. Indledningen giver et overordnet blik på 
forskelle og ligheder i de tre projektforløb. Derefter udfoldes et område, vi efterfølgende har set 
som en faktor der løbende har udviklet sig, nemlig brug af metakognition. 
 
”Vi” dækker over: Jesper Nymann Madsen, underviser på Aarhus Statsgymnasium (stx), Tina Vejsig 
Nielsen, underviser på IBC Kolding (hhx), dog HB-Gym (htx) de to første semestre af uddannelsen, 
og Christian Skjødt Pedersen, underviser på Rosborg Gymnasium (hf og stx). 
Tre personer, hvis udgangspunkt for samarbejdet var, at vi alle underviste i Østjylland og var 
tilmeldt hold 3 på matematikvejlederuddannelsen på RUC. Selve uddannelsen, dens opbygning og 
formål, kan der læses mere om i artiklen ”A framework for designing a research-based “maths 
counsellor” teacher programme” af Jankvist og Niss (2015). 
 
 
Indledning 
At der findes elever, der har vanskeligheder med matematik, er ikke nyt for os eller andre 
matematiklærere – men tre semestres empiriske undersøgelser kombineret med studier af 
litteratur har givet os et bedre og ofte overraskende indblik i elevernes vanskeligheder. 
Eksempelvis mente flere elever, at det var muligt at bevise, at alle tal er lig med nul. Vi har også 
set selvopfundne regneregler, herunder at to minustegn giver et langt minustegn, og vi har 
desuden set, at selv meget fagligt dygtige elever ikke kan modellere.  
 
Den empiriske indsigt har vi hovedsagelig opnået ved at arbejde med egne cases på hver vores 
skole. Undtagelsen for dette var andet semester, hvor intentionen var at arbejde med en fælles 
case omkring udvalgte elever fra HB-Gym. Efter en fælles opstart med diagnosticering opstod der 
dog usikkerhed omkring, om de relevante elever ville deltage, og derfor startede Jesper også en 
case på Aarhus Statsgymnasium. Der viste sig dog at være villige elever fra HB-Gym, som Tina 
arbejdede videre med, suppleret af Christian, der bidrog med interventionsopgaver og påtog sig 
en større del af den skriftlige kommunikation herunder indledning og opsamling på de to cases i 
del 2.  På 3. semester iagttog Tina en enkelt gang klasserumsintervention hos Christian. En fordel 
ved flere lærere i samme lokale er klart, at det giver et bedre indblik i og mulighed for at støtte de 
konkrete cases (elever), når også andre elever i klassen har brug for hjælp.  På 3. semester 
oplevede Tina således i egen klasserumsintervention, at det ikke var muligt at iagttage og hjælpe 
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en elev på tilfredsstillende niveau. I situationer hvor en enkelt elev har så udtalte 
matematikvanskeligheder, at hun skiller sig markant ud fra resten af klassen, giver det ofte kun 
mening at fokusere interventionen i sessioner uden for klasserummet. I andre tilfælde hvor 
matematikvanskeligheder i varierende grader findes hos et stort antal af eleverne i en klasse, kan 
et forløb med specielt fokus på et bestemt område gavne hele klassen. Det betyder dog ikke, at et 
interventionsforløb skal forstås som identisk med et normalt undervisningsforløb. I visse tilfælde 
kan en enkelt elev med matematikvanskeligheder desuden bedst hjælpes gennem en 
klasserumsintervention, hvor interaktionen med de andre elever inddrages som et vigtigt element 
i interventionen. I forbindelse med Christians case fra 3. semester og Jespers fra 2. og 3. semester 
fulgte de en enkelt elev med matematikvanskeligheder meget tæt, men designede interventionen 
på en sådan måde, at hele klassen spillede en aktiv rolle i afhjælpningen af de udvalgte elevers 
vanskeligheder.  
  
Vi har generelt fra case til case vurderet, hvilken interventionsform (enkelt elev, parvis, gruppe) og 
indhold (opgaver og andet undervisningsmateriale), der var hensigtsmæssigt. Ved genlæsning af 
Vygotsky  (1978) kan vi efterrationalisere, at interventionen tilrettelagdes ud fra elevernes 
nærmeste udviklingszone. F.eks. i andet semester, hvor der arbejdes med 
ræsonnementskompetencen.  På HB-Gym arbejdes der med to elever, der har relativt store 
udfordringer i matematik. Da disse to gik i en klasse med relativ mange med fagligt overskud, var 
der ikke basis for at arbejde med klasserumsintervention. Modsat på Aarhus Statsgymnasium hvor 
den udvalgte elev er middelstærk og det er relevant for klassen at arbejde med bevisførelse. Af 
samme grund er det heller ikke muligt at anvende samme opgaver eller have samme mål for de to 
cases, selvom vi som udgangspunkt gerne ville arbejde med de samme interventionsopgaver. 
Lignende gør sig gældende for første semester, hvor vores udgangspunkt var at arbejde med 
variabelsammenhænge og anvende empirisk abstraktion i interventionsforløbene. Eleven på HB-
Gym viste sig at have en del mere alvorlige snublesten end variabelsammenhænge, idet der blandt 
andet var en del selvopfundne regneregler der skulle luges ud i. I Aarhus var der tale om en 
undersøgelse af effekten af undervisning baseret på empirisk abstraktion. Det endte således med, 
at det reelt kun var på Rosborg Gymnasium, at den planlagte interventionsmetode blev udført.  
I tredje semester med modellering har vi fælles udgangspunkt med at introducere 
modelleringscyklussen, men trods fælles sparring om interventionsopgaver inden for modellering, 
anvender vi hovedsagligt ikke de samme modelleringsopgaver, da valg af opgaver træffes ud fra 
de konkrete elever i hver case. 
Det er en generel erkendelse fra de tre semestre, at som matematikvejleder kan man ikke på 
forhånd lægge en plan for intervention hverken mht. form, indhold eller tidsbehov. Dette 
afhænger af den enkelte elevs konkrete snublesten og nærmeste udviklingszone. 
 
Når vi skuer tilbage på forløbet, kan vi se, at vi fra første semester ikke helt var skarpe på at 
foretage henholdsvis detektion, diagnosticering, intervention og afsluttende evaluering. Som det 
fremgår af de tre efterfølgende miniprojekter, er det klart et område, hvor der er sket en 
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progression. På første semester indeholder casen fra HB-Gym de tre første faser, men der 
indblandes dog lidt intervention i diagnosticeringen, da vejlederen lidt tidligt forsøger at skabe 
kognitive konflikter hos eleven. I casen fra Rosborg er de tre sidste faser inkluderet, den første 
udgik da eleven var henvist af kollega (dette er et scenarie, der er forventeligt som 
matematikvejleder). I casen fra Aarhus blev detektionstests brugt til at opdele klassen i to 
sammenlignelige grupper og forløbet har mere præg af et komparativt studie af to 
undervisningsmetoder end egentlig intervention. Det skal gerne fremgå af de efterfølgende 
miniprojekter, at vi bliver skarpere på opdelingen.  
 
Et andet væsentligt område, som vi retrospektivt er blevet bevidst om er blevet inddraget mere og 
mere, og som vi synes burde have været mere i fokus hele vejen igennem, er som nævnt i forordet 
metakognition. Det er dette begreb, vi nu vender os mod. 
Metakognition 
Vi vil her først give en generel introduktion til begrebet metakognition og efterfølgende vise ved 
konkrete nedslag, hvordan metakognition har bidraget til at afhjælpe vores udvalgte elevers 
matematikvanskeligheder. 
 
Termen metakognition blev indført af den amerikanske udviklingspsykolog John Flavell i 1970erne 
(Flavell 1979). Metakognition betyder bogstavelig talt ”kognition om kognition” eller ”tænkning 
om tænkning”, og ifølge Flavell er den af stor betydning i forbindelse med en lang række kognitive 
processer og aktiviteter. Siden han indførte begrebet, har en lang række forskere beskæftiget sig 
med metakognition med forskellige tilgange, og der findes ingen konsensus om en definition af 
begrebet. På den anden side er der en vis enighed om, hvad en definition af metakognition som 
minimum bør indeholde, herunder viden om egen viden, monitorering og regulering af egen viden 
og adfærd, samt kognitive og affektive tilstande (du Toit & Kotze 2009). Alle disse aspekter af 
metakognition har været relevante i interventionsforløbene på de tre semestre. Vi har her valgt en 
pragmatisk tilgang, hvor vi inddrager de aspekter, der kan kaste lys over det konkrete arbejde med 
eleverne som beskrevet i de enkelte cases. I den forbindelse er to begreber introduceret af Flavell 
interessante: 
 
1) Metakognitiv viden 
2) Metakognitive oplevelser 
Metakognitiv viden er viden eller forestillinger om de faktorer, der påvirker forløbet og resultatet 
af kognitive aktiviteter (Flavell 1979). Denne viden har blandt andet at gøre med individets 
erfaringer omkring, hvordan hun bedst lærer nyt stof og hvilke typer af opgaver eller problemer, 
hun finder særligt svære. Hertil kommer viden om sammenhængen mellem forskellige typer af 
opgaver og forskellige strategier. Når man baseret på tidligere erfaringer beslutter sig for en 
bestemt strategi i forbindelse med løsningen af et bestemt problem, gør man brug af sin 
metakognitive viden. Den metakognitive viden indeholder her retningslinjer for, hvad der virker i 
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denne bestemte sammenhæng. At ”løse et problem” skal her forstås bredt. Det kan eksempelvis 
betyde at løse en matematikopgave eller at tilegne sig et matematisk ræsonnement fra en 
lærebog. Som det vil fremgå senere, har vi i flere af interventionsforløbene arbejdet med at 
opbygge og udbygge elevernes metakognitive viden. 
 
Metakognitive oplevelser opstår, når man bliver bevidst om sin egen kognition i en bestemt 
situation (Flavell 1979). Ofte har en sådan oplevelse at gøre med bevidstheden om, hvor man er i 
processen med at løse et problem, og hvilke fremskridt man gør eller forventer at kunne gøre. Det 
at løse et problem skal igen forstås bredt. Det kan handle om at forstå et bestemt begreb eller en 
større sammenhæng hvori ét eller flere begreber indgår, eller det kan handle om at løse en 
modelleringsopgave. Ifølge Flavell er det især sandsynligt, at metakognitive oplevelser opstår i 
situationer, der kræver bevidst og omhyggelig tænkning. I interventionsforløbene har vi netop i 
visse sådanne situationer arbejdet med at fremkalde metakognitive oplevelser hos eleverne, som 
det vil blive beskrevet senere.  
Metakognitiv viden og metakognitive oplevelser er nært forbundne størrelser. Ifølge Flavell er 
mange metakognitive oplevelser karakteriseret ved, at elementer af metakognitiv viden dukker op 
i bevidstheden (Flavell 1979). Det kan eksempelvis ske, når man i processen med at løse et svært 
problem pludselig bliver bevidst om en strategi, der virkede ved et lignende problem, man har 
mødt tidligere. Samtidig spiller metakognitive oplevelser en vigtig rolle i forbindelse med 
opbygning og modifikation af metakognitiv viden. Når vi i interventionsforløbene har fremkaldt 
metakognitive oplevelser hos eleverne, har vi således muligvis også påvirket den metakognitive 
viden, som de kan tage med og bruge i andre situationer. Som det vil fremgå, har eksplicit 
instruktion i forskellige strategier og tænkemåder dog også været en vigtig vej til at opbygge 
elevernes metakognitive viden.  
 
Endnu et begreb under paraplytermen metakognition er selvregulering, som har forbindelse til de 
to første begreber. Flavell påpeger, at metakognitiv viden og metakognitive oplevelser kan danne 
grundlaget for selvregulering i forbindelse med kognitive aktiviteter. Det er en forudsætning for 
selvregulering, at man først har en oplevelse af, at læringen eller problemløsningen ikke skrider 
hensigtsmæssigt fremad, altså at man har en metakognitiv oplevelse. Denne oplevelse behøver 
ikke som udgangspunkt at være forbundet med metakognitiv viden, men hvis der efterfølgende 
sker en selvregulering, vil denne ifølge Flavell være informeret af individets metakognitive viden. 
Selvreguleringen kan eksempelvis bestå i at ændre strategi og på den måde komme et skridt 
nærmere målet, eller alternativt er det selve målet, der ændres.  
 
Flavell ser selvregulering som en yderst vigtig evne i forbindelse med en lang række kognitive 
aktiviteter. I forlængelse heraf er der inden for matematikkens didaktik bred enighed om, at 
metakognition, og ikke mindst selvregulering, er et vigtigt element i matematiklæring (Schoenfeld 
1992). Schoenfeld fremhæver især vigtigheden af selvregulering i forbindelse med matematisk 
problemløsning. Ved at regulere sin egen tænkning og adfærd kan man undgå at blive fastlåst i 
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uhensigtsmæssige strategier. Selvregulering er også vigtig i forbindelse med tilegnelse af nyt stof. 
Den kan blandt andet bestå i at stille sig selv spørgsmål som ”har jeg forstået det her?”, ”læser jeg 
det på den rigtige måde?” (du Toit & Kotze 2009). I det hele taget peger meget på, at 
selvregulering er et frugtbart begreb at inddrage i overvejelser omkring elevers læring i matematik 
i almindelighed, og der er ingen grund til at tro, at dette ikke også skulle være tilfældet specifikt i 
matematikvejledningen. I interventionsforløbene har vi også, mere eller mindre bevidst, ved flere 
lejligheder arbejdet med elevernes evne til selvregulering, eksempelvis i forbindelse med læsning 
af matematiske ræsonnementer og med matematisk modellering. 
Tre forskellige tilgange til metakognitiv intervention 
Ud fra en genlæsning af de tre rapporter har vi set, at vi i vores interventionsforløb ofte har 
benyttet en metakognitiv tilgang. De metakognitive aspekter af vores intervention kan inddeles i 
tre interventionstyper. Interventionstilgangene har hver deres karakteristika, men der er også 
mange fælles aspekter mellem de tre.  Den første indebærer, at eleverne bliver bevidste om deres 
egne måder at forstå matematik på. Denne tilgang vil vi kalde bevidstgørelse. Den anden tilgang, 
der sætter eleverne i stand til at forholde sig til hvorfor noget matematik opleves vanskeligt og 
andet mindre vanskeligt, vil vi kalde viden om kompleksitet. Den tredje tilgang har vi valgt at kalde 
proces og struktur. Denne tilgang dækker over, at give eleverne en ramme, der sætter dem i stand 
til at bryde en større problemstilling ned i mindre dele. Derved får eleverne mulighed for 
sekventielt at forholde sig til overskuelige dele af processen og derigennem forholde sig til hele 
processen som et hele. Fælles for de tre tilgange er, at de kan beskrives med henvisning til 
begreberne metakognitive oplevelser, metakognitiv viden og selvregulering nævnt tidligere, om 
end hvert enkelt begreb ikke nødvendigvis spiller en lige stor rolle inden for alle tre tilgange.  
 
De tre tilgange har i hvert af de tre semestre spillet en rolle, men nogle af tilgangene har i nogle 
semestre været vigtigere end andre. Således har bevidstgørelse spillet en større rolle i første og 
andet semester, viden om kompleksitet i første og tredje semester og proces og struktur i andet 
og tredje semester. Derudover er det metakognitive aspekt i vores interventioner blevet mere og 
mere afgørende i løbet af de tre semestre. I første semester var det metakognitive ved 
interventionen ikke i første omgang en bevidst strategi. I andet semester var vi godt klar over, at vi 
ønskede at ændre elevernes måde at forholde sig til deres egen måde at ræsonnere på, men det 
var ikke det primære middel i interventionen. I tredje semester var det metakognitive blevet et så 
klart fokusområde, at det direkte blev skrevet ind i problemformuleringen som et middel til at 
afhjælpe modelleringsproblemer.  
 
Vi har arbejdet med bevidstgørelse på to forskellige måder. Den ene måde indebar at give 
eleverne en forståelse for deres egne begrebsbilleder, mens den anden måde havde som fokus at 
give dem en forståelse for, hvad et godt matematisk argument er. I første semester arbejdede vi 
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blandt andet med at skabe kognitive konflikter1, der hjalp eleven til at indse, at han havde flere 
forskellige indbyrdes modstridende begrebsbilleder. I andet semester ønskede vi at bibringe 
eleverne en forståelse for deres egen måde at forholde sig til matematisk argumentation på. Som 
vi senere vil se, havde mange elever et empirisk bevisskema2 inden forløbet, men opnåede en 
forståelse for hvorfor et sådant ikke er i overensstemmelse med den argumentationsforståelse, 
som kræves i gymnasiet.  
 
En af de udfordringer, som en matematiklærer og i særdeleshed en matematikvejleder ofte står 
overfor, er, at elever har givet op over for matematik som fag, fordi de opfatter alt i faget som 
uforståeligt. De har ligefrem til tider meldt sig mentalt ud af undervisningen, fordi de ikke kan 
skelne mellem den matematik, som de faktisk godt kan forstå, og den som ligger uden for deres 
formåen. Også elever med en selvforståelse for matematik som noget der nok skal arbejdes med, 
men som godt kan forstås, får nogle gange et chok, når de stilles over for et spring i matematisk 
kompleksitet. Kompleksitetsforøgelsen opleves f.eks. i forbindelse med krav om konversion 
mellem matematiske registre3. Mange elever kommer fra folkeskolen med en matematik erfaring, 
der holder sig inden for ét register, og de oplever, at de møder en næsten uoverskuelig 
læringsudfordring, når der f.eks. stilles krav om en mere udvidet variabel- og 
repræsentationsforståelse. En forståelse for matematiske registre, transition og konversion kan 
derfor hjælpe eleverne med at forholde sig konstruktivt til de udfordringer, de møder i 
matematikundervisningen.  
 
Vi har specielt i forbindelse med rapport tre arbejdet med proces og struktur. I forbindelse med 
modellering oplevede vi, at eleverne kun meget vanskeligt kunne forholde sig til modellering som 
en samlet udfordring. Først efter de fik brudt modelleringsopgaven ned til de forskellige faser i 
modelleringscyklussen, kunne de håndtere udfordringerne og lærte efterhånden at bevæge sig 
både frem og tilbage gennem de forskellige faser. 
Bevidstgørelse 
Som beskrevet ovenfor, har vi arbejdet med bevidstgørelse på to lidt forskellige måder. Den ene af 
disse havde fokus på at gøre eleverne bevidste om deres egne begrebsbilleder i forbindelse med 
repræsentations- og formalismekompetence, mens den anden havde fokus på hvad et godt 
matematisk argument er.  
 
Vi oplevede, at det at fremkalde en metakognitiv oplevelse ved at italesætte elevers 
begrebsbilleder kan give anledning til, at eleverne forholder sig aktivt til deres egne ofte ikke-
erkendte begrebsbilleder. Tall og Vinner (1981, side 168) taler om dette og foreslår, at hvis en 
matematikvejleder i fællesskab med en elev kan blive bevidst om elevens begrebsbilleder, kan en 
                                                        
1 For en beskrivelse af kognitive konflikter se f.eks. Tall & Vinner,(1981).  
2 For en gennemgang af forskellige typer af bevisskemer se f.eks. Harel & Sowder (2007).  
3 For en beskrivelse af transition, konversion og registre se Duval (2004). 
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eksplicitering af begrebsbilledet være et skridt på vejen til at mindske afvigelsen mellem dette og 
den formelle begrebsdefinition.  
 
I første semester så vi dette i forbindelse med en elev, der havde svært ved at regne med 
brøkudtryk, hvis der i tælleren og nævneren ikke stod tal. I eksemplet, der er refereret nedenfor, 
er det specielt forkortningsreglerne, der er på spil. Eleven havde lavet sine egne ofte 
modstridende regler for brøkregning, og vi ønskede at skabe en metakognitiv oplevelse i form af 
en kognitiv konflikt mellem disse regler for at hjælpe eleven til at forholde sig til sine 
begrebsbilleder. Eleven kunne forkorte brøker, når der stod tal i tælleren og nævneren og havde 
umiddelbart før nedenstående refererede samtale forklaret at 
3·7
3·7
=
21
21
= 1, men at 
𝑎5
𝑎5
 ikke gav 
noget. Læreren spurgte så ind til, hvad han mente med dette og eleven sagde: 
 
Eleven: Ja for det er det samme som at sige a fem gange. Så vil alle a’er gå ud med 
hinanden. Det vil så give nul. 
Læreren: Men hvis du nu ser på hvad du skrev før, hvor der står det samme: 21 over 
21 så giver det 1.  
Eleven: Ja så ved jeg ikke hvilken regel jeg skal bruge. Ved ikke om jeg skal bruge 
reglen med, at de går ud med hinanden (laver usynlig streger over hver faktor i tæller 
og nævner) – eller reglen at det er 1.  
 
Og lidt senere 
 
Eleven: Det giver jo en, det kan jeg godt se, men de to kan også gå ud med hinanden 
og så kan det også give nul. 
 
Intentionen er, at de modstridende begreber aktiveres på samme tid, således at der skabes en 
kognitiv konflikt hos eleven, så han indser, at hans begrebsopfattelser ikke er konsistente. Eleven 
afviser dog konflikten ved at skabe en regel for hvilket begrebsbillede, der kommer i spil, men i 
den her sammenhæng er det interessante, at eleven via den kognitive konflikt bliver sat i en 
position, hvor han aktivt må forholde sig til sin måde at lave matematik på.  
 
Italesættelse af begrebsbilleder blev også brugt i forbindelse med undervisning i ligningsløsning i 
første semester. Lighedstegnet har flere forskellige betydninger, men de vigtigste i denne 
sammenhæng er som en balance eller symmetri mellem to udtryk og som en tilskrivningsoperator. 
For at fokusere på elevernes forståelse af lighedstegnet iværksatte vi blandt andet en 
intervention, der fokuserede på såvel forholdet mellem to variable som på lighedstegnets 
betydning i forbindelse med to ligninger med to ubekendte. Vi samtalede eksplicit med eleverne 
om deres forståelse for lighedstegnets forskellige betydninger, og det hjalp eleverne til at forholde 
sig til deres oprindelige begrebsbilleder på nye måder.  
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En elev udtalte senere, at han nu ikke bare løser opgaver i matematik, men forsøger at forstå, 
hvad det er han gør. Eleven havde således lært at forholde sig til sin egen måde at arbejde med 
matematik på. Dette havde givet ham en bedre forståelse for ligningsløsning og skiftet hans fokus 
fra en rent instrumentel til en mere relationel tilgang til matematik.  
 
I andet semester var fokus på ræsonnements- og beviskompetence. Det viste sig hurtigt, at 
eleverne i stort omfang benyttede et empirisk bevisskema og opfattede et empirisk bevis som et 
fyldestgørende matematisk argument for en matematisk sætning. Et empirisk bevisskema kan 
hjælpe til forståelse af, hvad en sætning udtrykker, mens et deduktivt skema er nødvendigt for en 
udtømmende argumentation for rigtigheden af sætningen. Vi ønskede, at eleverne kunne forholde 
sig til forskellige typer af bevisskemaer, kunne se styrker og svagheder ved disse samt kunne 
forholde sig til deres personlige måde at benytte disse skemaer på. Vi iværksatte derfor en 
intervention, hvor eleverne blandt andet skulle forholde sig til en række forskellige typer af 
matematisk argumentation ved at besvare spørgsmål som:  
 
1. Hvad er et matematisk bevis for dig? 
2. Hvad er et matematisk bevis for en matematiker? 
3. Er matematiske beviser vigtige for dig, og i givet fald hvorfor? 
4. Er matematiske beviser vigtige for matematikken, og i givet fald hvorfor? 
5. Hvad er et godt bevis for dig? 
6. Hvad er et godt bevis for en matematiker? 
7. Hvilke typer af beviser giver den højeste karakter til eksamen? 
 
og vi stillede eleverne over for empiriske beviser, der senere viste sig ikke at holde. For eksempel 
skulle de vurdere om 120 altid gik op i tal på formen 𝑛 ∙ (𝑛 + 1) ∙ (𝑛 + 2) ∙ (𝑛 + 3) hvor n er et 
helt tal større end 1. Mange elever nåede gennem et empirisk bevisskema frem til, at sætningen 
var rigtig, og vi kunne efterfølgende med et modeksempel italesætte forskellen på styrkerne i et 
empirisk og et deduktivt bevisskema. At eleverne faktisk efterfølgende var i stand til selvstændigt 
at gennemskue forskellen på empiriske og deduktive beviser blev tydeligt i det afsluttende 
interview med eleven Amalie. Her kommenterede Amalie opgaven og sagde at: der er jo ikke 
noget deduktivt bag ved det, så det er jo overvejende sandsynligt, men det er jo ikke 100% rigtigt, 
fordi det er empirisk, så derfor kan man jo ikke sige, at sådan her er det, fordi det er det i 5 tilfælde. 
I det hele taget var interventionen med til at gøre mange elever bevidste om, at de har en naturlig 
tendens til at benytte sig af empiriske beviser, men at de i virkeligheden bør benytte deduktive af 
slagsen. Man kan her sige, at deres metakognitive viden blev udbygget, idet de fik en forståelse for 
deres egen tænkning omkring beviser. Det er vores opfattelse, at denne metakognitive viden var 
en hjælp for eleverne i situationer, der involverede ræsonnement og bevisførelse.   
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Viden om kompleksitet 
Måske den største udfordring for en matematiklærer er mange elevers selvforståelse af deres 
egne matematikfaglige evner. For mange elever er alt matematik bare svært eller umuligt. Med en 
metakognitiv tilgang har vi arbejdet med elevernes metakognitive viden ved at hjælpe eleverne til 
både at forstå, hvorfor noget matematik kan opfattes som vanskeligt (f.eks. p.ga. registerskift), og 
til at italesætte hvorfor de synes noget er vanskeligt. I forbindelse med interventionen i første 
semester skulle eleverne f.eks. efter hver lektion svare på spørgsmål som Hvad var mest 
frustrerende i dag?, Hvad synes du, var det fagligt sværeste i dag?, Hvad lærte du i dag? Dette 
italesatte for både os og eleverne en tydeligt aftagende frustration igennem interventionen, og 
det gav eleverne en indsigt i, at ikke alt matematik er lige svært. Efter en af lektionerne skrev en 
gruppe på spørgsmålet: Hvad synes du, var det fagligt sværeste i dag?, at det var: To ligninger med 
to ubekendte, fordi jeg ikke vidste, hvordan jeg skulle gøre. Jeg syntes det var svært at fange 
metoden, det var meget frustrerende!, men allerede gangen efter skrev hun at Den nye metode vi 
lærte var med til at få mig til at forstå det meget bedre og Der var ikke noget frustrerende ved i 
dag. Vi ser her, at eleven gennem interventionen har haft mulighed for at forholde sig til sin egen 
læring, og dette har forhåbentligt hjulpet hende til at blokere mindre for senere matematiklæring.  
 
En del matematikvanskeligheder erfares, når den matematik, der skal læres, forudsætter en 
fornemmelse for konversion mellem matematiske registre. Det sker f.eks. når eleverne bliver 
stillet over for opgaver, hvor de skal udtrykke en situation beskrevet i en tekst som en matematisk 
sammenhæng, eller når de skal forstå sammenhængen mellem en tangenthældning i en grafisk 
repræsentation og en differentialkvotient. En del af interventionen i første semester indebar 
konversion mellem en situation formuleret som tekst og en repræsentation af tekstens indhold 
som to ligninger med to variable. Den frustration, som eleverne oplevede i den forbindelse, kunne 
bearbejdes gennem en introduktion til begreberne konversion, transition og registerskift. Med 
inspiration fra ideen om registerskift, kunne vi ligeledes i tredje semester, samtale med eleverne 
om hvorfor matematisering kan forekomme vanskeligt i forbindelse med modellering. Vi bad f.eks. 
eleverne om at sammenholde en tekst om at mælk blev hældt i en kop kaffe med en grafisk 
repræsentation af temperaturudviklingen, og efterfølgende besvare en række spørgsmål der 
krævede, at de kunne sammenholde de forskellige typer af information. Dette gav os mulighed for 
at illustrere, hvordan springet mellem de forskellige typer af repræsentationer kan være vanskeligt 
i forbindelse med modellering, og eleverne fik gennem denne udbygning af deres metakognitive 
viden en måde at forholde sig til deres egne oplevelser af matematisering.  
Proces og struktur 
En anden grund til at elever har svært ved at forholde sig analytisk i matematik er, at de ikke evner 
at bryde den matematiske tekst op i dele og forstå forholdet mellem de forskellige dele. De læser 
ofte uden at reflektere over, hvad der egentlig står. På den måde bliver en kæde af argumenter 
hurtigt uoverskuelig. For at afhjælpe dette kræves, at eleverne kan bryde teksten op i dele, som de 
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kan overskue, og dette kræver igen, at de lærer at forholde sig til deres egen matematik-læse-
strategi4. Det blev et eksplicit fokus i andet semester at udbygge elevernes metakognitive viden på 
dette område som en vej til selvregulering undervejs i læseprocessen, om end vi ikke brugte disse 
termer på daværende tidspunkt. Et eksempel på dette arbejde fandt sted i forbindelse med 
gennemgangen af spørgsmål 1 i dette semesters detektionstest. På spørgsmålet, I matematik er 
ethvert kvadrat et rektangel, og ethvert rektangel er en firkant. Er det så korrekt, at enhver firkant 
er et kvadrat? Havde en elev oprindelig svaret ja, men efter længere tavshed ændrer hun det til 
sommetider. Da Læreren hjalp hende til at forholde sig til sin egen læsning af spørgsmålet (ved at 
lægge tryk på enhver firkant), ændrede hun svaret til nej. Eleven fik på den måde en oplevelse af, 
at der ikke kun findes en måde at læse på, og at den læsemåde, som ofte er nødvendig i 
matematik, er forskellig fra den måde, hun normalt havde læst på. Interventionen havde 
efterfølgende fokus på at lære eleverne at regulere deres egen tænkning, når de læste 
matematiske beviser. Således lærte de f.eks. at stoppe op ved hvert lighedstegn og spørge sig selv 
”hvorfor gælder dette? ”. De opnåede herved at få en mere hensigtsmæssig tilgang til læsning af 
matematiske tekster, der i høj grad indebar selvregulering. 
Også i forbindelse med undervisning i matematiske beviser er det vigtigt, at eleverne kan bryde 
beviset op i forskellige dele og har en forståelse for de forskellige deles natur. Derfor var det et 
eksplicit fokus i forbindelse med interventionsforløbet i andet semester, at eleverne kendte til og 
kunne reflektere over den rette brug af, hvordan definitioner, aksiomer og matematisk 
argumentation bliver brugt i forbindelse med matematiske beviser. Dette underviste vi i ved at 
lade eleverne tegne bevis-strukturtræer (se f.eks. Bell 1976), og da vi senere spurgte en elev, hvad 
man skulle bruge disse træer til, svarede hun, at man kan ligesom se sammenhængen mellem de 
forklaringer, og lidt senere Det betyder du kan forstå det bevis, du ligesom er i gang med. Eleven 
havde gennem en forholden sig til sin egen læsning af matematiske beviser opnået en ny 
forståelse for matematisk argumentation og måske for matematisk tænkning generelt.  
 
I tredje semester var det en del af problemformuleringen at understøtte elevernes 
modelleringsevne med et kendskab til modelleringscyklussens forskellige faser5. På mange 
forskellige måder hjalp vi eleverne til at bryde modelleringsopgaverne ned i mindre dele og til at 
forholde sig til disse dele både hver for sig og som dele af en større sammenhæng. Eleverne kom 
igennem en indledende frustration over modelleringsopgavernes kompleksitet frem til en 
forståelse for vigtigheden af at kunne bryde opgaverne ned. I undervisningen blev der løbende 
refereret til modelleringscyklussen, og det blev tydeliggjort, hvordan det er nødvendigt at skue 
både fremad og bagud i cyklussen. Denne udbygning af elevernes metakognitive viden var et 
afgørende element i interventionen, idet den muliggjorde en selvregulering i forbindelse med 
modelleringsarbejdet. En af måderne vi forsøgte at give eleverne en bevidsthed om proessens 
dele på var gennem et modelleringsfase-puslespil, hvor eleverne skulle identificere de forskellige 
                                                        
4 Pimm taler  om vigtigheden af, at elever lærer at læse matematiske beviser, se Pimm (1990). 
5 For en gennemgang af modelleringscyklussen se f.eks. Blomhøj & Jensen (2003).  
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delprocesser i de tre modelleringsbeskrivelser, som findes i Niss (2010)6. Efter eleverne havde 
opnået fortrolighed med de isolerede dele af modelleringsprocessen, var det vigtigt, at de blev 
bragt til at forstå disse som dele af en større sammenhæng. I den forbindelse talte vi med eleverne 
om begrebet iværksat foregribelse og forklarede, hvorfor modellering kan være svært og hvorfor 
erfaring med modellering er vigtigt, hvis man skal blive god til det.  
Afslutning 
Det er vores opfattelse, at manglende evne til metakognition i nogle tilfælde er et element i 
elevers vanskeligheder med matematik, og at arbejdet med metakognition kan bidrage til at 
afhjælpe matematikvanskeligheder. På den anden side er det vigtigt at understrege, at det netop 
blot er ét vigtigt element blandt mange andre, og det skal også understreges, at vi ikke opfatter 
metakognition som en mirakelkur. Det er ikke nok at vide noget om sin tænkning. Helt banalt har 
elever i matematikvejledningen brug for at vide noget om matematik. Som Schoenfeld (1992) 
påpeger, er det relevant, hvilken ”knowledge base” eleven har. Vores grundlæggende pointe er 
blot, at elever gennem refleksion over deres tænkning og regulering af deres problemløsning, 
bredt forstået, kan taget et skridt på vejen til at blive bedre til matematik. Det metakognitive 
aspekt er ikke mindst vigtigt set i lyset af, at matematiklæreren og matematikvejlederen ikke altid 
er der til at stille de rigtige spørgsmål. Vi opfatter det som væsentligt, at elever ikke blot lærer, 
hvad de skal lære, men også hvordan man lærer (Camahalan 2006).  
 
 
  
                                                        
6 For en gennemgang af iværksat foregribelse og disse tre modelleringsbeskrivelser se Niss (2010). 
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Indledning 
I dette projekt præsenteres vores arbejde med udvalgte aspekter af elevers matematiske 
begrebsdannelse. En helt central forudsætning for succes i matematik er en forståelse for, at 
bogstaver kan anvendes som symboler for tal og variable. Vi har derfor valgt at fokusere på de 
problemer, der kan være forbundet med elevers forståelse af begreber som ubekendt, 
variabel, og ligning. Disse begreber er allestedsnærværende i gymnasiematematikken, og 
eleverne forventes at kunne arbejde med dem i mange forskellige sammenhænge. Eleverne 
forventes endvidere at kunne navigere mellem forskellige kontekster, der involverer 
ubekendte og variable. Det kræves eksempelvis, at eleverne kan oversætte mellem ligninger 
og sproglige formuleringer af variabelsammenhænge. For en del elever er disse krav meget 
svære at honorere, og det er derfor vigtigt for en matematikvejleder at have indsigt i arten af 
en elevs vanskeligheder og redskaber til at afhjælpe dem. Vores problemformulering lyder: 
 
Hvori består elevernes vanskeligheder med begreberne ubekendt og variabel, og hvordan giver 
disse vanskeligheder sig udslag i arbejdet med ligninger og variabelsammenhænge? 
Kan et fokus på registerskift støtte eleverne i tilegnelsen af ovenstående begreber og processen i 
at løse simple problemer? 
 
Begrebet registerskift er hentet fra Raymond Duval og vil blive udfoldet i afsnittet 
Matematiske registre – Conversion og Treatment. Problemformuleringen er bygget op omkring 
to aspekter ved matematikvejledningen, diagnosticering og intervention. Disse aspekter vil vi 
komme ind på i den centrale del af opgaven, hvor diagnosticeringen af og interventionen for 
de udvalgte elever beskrives.  
 
I rapportens indledende del vil der først blive givet en gennemgang af litteratur, som er 
relevant for diagnosticering og intervention. I det efterfølgende afsnit om detektion har vi 
specielt lagt vægt på spørgsmål vedr. ubekendte, variable og ligninger jf. 
problemformuleringen. I bilag 1 fremgår det hvilke spørgsmål, vi har udvalgt. 
 
I den centrale del af opgaven behandles tre forskellige cases. I case 1 beskrives arbejdet med 
en elev på Rosborg Gymnasium & HF i Vejle (Christians skole), der havde vanskeligheder med 
begreberne ubekendt, variabel og variabelsammenhæng. Med udgangspunkt i interview af 
eleven foretages en diagnosticering, og efterfølgende beskrives en intervention inspireret af 
begrebet empirisk abstraktion. I case 2 fra HB-Gym i Kolding (Tinas skole) arbejdes der 
ligeledes med en elev, der har vanskeligt ved at forstå betydningen af bogstaver som 
symboler. Diagnosticeringen tog også her udgangspunkt i interviews. I dette tilfælde blev det 
dog klart, at der var andet og mere på spil, hvorfor interventionen blandt andet blev drejet ind 
på elevens talforståelse, herunder forståelsen af brøker. Endelig beskrives i case 3 fra Aarhus 
Statsgymnasium (Jespers skole) en eksperimentel undersøgelse af undervisning i to ligninger 
med to ubekendte. En klasse blev inddelt i to grupper, én der blev undervist i emnet ud fra 
principperne i empirisk abstraktion og en kontrolgruppe, der modtog en mere traditionel 
undervisning. Opgaven rundes af med en sammenfatning og diskussion af resultaterne af de 
tre cases. Desuden kan man i appendiks finde sammenfatninger af de tekster fra den 
specifikke litteratur, som vi ikke eksplicit har anvendt i opgaven.   
 
Et par ord om det følgende teoriafsnit. Vi har valgt at inkludere en gennemgang af udvalgte 
teorier og begreber som optakt til beskrivelsen af det praktiske arbejde. Baggrunden for 
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udvælgelsen er, at disse teoretiske vinkler spiller en særlig stor rolle i forbindelse med 
diagnosticering og intervention i mindst to ud af de tre cases, og i flere tilfælde i alle tre cases. 
Litteraturgennemgangen skal således opfattes som det fælles teorigrundlag for de tre cases. 
Undervejs vil der blive inddraget yderligere teorier og begreber, som er mere specifikke for 
de enkelte cases. I den samlede diskussion til sidst i opgaven vil der blive samlet op på, 
hvordan den grundlæggende teori er blevet anvendt på tværs af de tre cases.  
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Teoretisk grundlag for diagnosticering og intervention  
I det følgende gennemgås den teori, som vi i særlig grad har anvendt i forbindelse med 
diagnosticering og intervention i de tre cases.  
Relationel og instrumentel forståelse 
Hvad der menes med matematisk forståelse ser Skemp (Skemp R. R., 1976) som et af de vitale 
steder i matematikken, hvor vi kan gå fejl af hinanden Det er et vigtigt udgangspunkt for 
arbejdet med matematikundervisning at få en begrebsafklaring af ordet ”forståelse”, da 
undervisningen ses tilrettelagt forskelligt alt efter hvilken form for forståelse læreren har som 
mål for undervisningen. 
  
I artiklen fra 1976 angiver Skemp, at der er to forskellige typer af forståelse: instrumentel og 
relationel. I den senere artikel fra 1979 tilføjes logisk forståelse, som en overbygning på den 
relationelle forståelse. (Skemp R. R., 1979) .  
 
Skemp citerer Byers og Heroscovics for at klarlægge begreberne, og hvordan vi kan 
identificere hvilken type forståelse, eleven besidder. Med kursiv er angivet Skemps tilføjelser: 
 
”Instrumental understanding is evidenced by the ability to apply an appropriate 
remembered rule to the solution of a problem without knowing why the rule works 
 
Relational understanding is evidenced by the ability to deduce specific rules or 
procedures from more general mathematical relationships.” (Skemp R. R., 1979, s. 45) 
 
”Logical understanding is evidenced by the ability to demonstrate that what has been 
stated follows of logical necessity, by a chain of inferences, from (i) the given premises, 
together with (ii) suitable chosen items from what is accepted as established mathematical 
knowledge (axioms and theorems)”  
 
Ved den instrumentelle forståelse er der ikke indsigt i hvorfor, men kun hvordan. Den 
relationelle forståelse indebærer, at eleven ved, hvad der skal gøres og hvorfor. Den logiske 
forståelse er tilstede, når eleven kan opstille en matematisk slutningsrække. Dette kan 
sammenlignes med KOM-rapportens ræsonnementskompetence i samspil med 
kommunikations- og symbolkompetencerne (Niss & Jensen, 2002) Når eleverne anvender 
matematik, kan det enten ske intuitivt eller refleksivt. 
Instrumentel forståelse kontra relationel forståelse 
Som en metafor for de to typer af forståelse bruger Skemp to tilgange til at lære at finde vej i 
en ny by.  Hjælpesomme mennesker viser dig, hvordan du kommer fra A til B og fra A til D og 
et par stykker mere– du får anvist enkelte konkrete ruter, som du kan bruge til specifikke 
formål, og disse ruter får du lært udenad.  Får du drejet forkert en dag på vej fra A til D, bliver 
du usikker og må finde tilbage til A – du har ikke et overblik over byen og kender ikke til 
genveje, så du kan ikke finde fra B til D. Dette er den instrumentelle forståelse: eleverne kan 
anvende reglerne, men det bliver rent mekanisk manipulation af symboler uden 
underliggende forståelse. Det kan kun anvendes på en given situation, ikke overføres til andre 
– det vil kræve relationel forståelse.  
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Instrumentel forståelse kan lede til over- eller undergeneralisering af regler. Skemp angiver et 
eksempel med en elev, der overfører en ”regel” lært ved multiplikation af decimaltal til 
division med decimaltal (Skemp R. R., 1976, s. 23)  
 
Årsager til valg af tilgang kan være fordele og situationsbestemte. Af årsager til at der 
undervises efter instrumentel forståelse nævner Skemp: præcedens på skolen, det tager for 
lang tid at undervise efter relationel forståelse - hvilket kan ses i relation til stor mængde 
kernestof i bekendtgørelsen, det er svært at evaluere om eleven har opnået relationel 
forståelse -da forklaring i den skriftlige aflevering/eksamen kan være udenadslære/afskrift 
og manglende tid i klasse med mange elever. Fordele ved den instrumentelle undervisning er, 
at det er lettere at forstå, hurtigere at nå til et resultat og dermed lettere 
tilfredsstillelse/succes oplevelse, hvilket giver nogle elever selvtillid.  Men det vil virke 
modsat på elever, der søger relationel forståelse, de bliver frustrerede. 
 
På den korte bane og i et begrænset område kan der være fordele ved den instrumentelle 
tilgang, men da matematik er et gennemgående fag i et barns skolegang mener Skemp, at den 
relationelle tilgang er den, der skal vælges.  
 
Har eleven relationel forståelse, er det lettere at overføre til nye områder, det er lettere at 
huske (men sværere at lære), da der er forbindelse mellem de forskellige objekter.  
Det er krævende at undervise for relationel forståelse, for ofte kræver det, at der først skal 
undervises i andet underliggende for at relationel forståelse kan opnås, men det er jo i 
matematikkens natur. Skemp argumenter for, at det er selvforstærkende, da det motiverer 
elever til at undersøge matematikken yderligere - eleven vil stille spørgsmål som ”hvordan 
hænger det hele sammen?”, altså tankegangskompetencen jf. KOM-rapporten. 
 
Når der arbejdes med relationel forståelse bliver symboler et kommunikationsmiddel for 
arbejdet med matematiske begreber. For at nå dertil kræver det, at læreren iværksætter 
mentale aktiviteter, det som Skemp kalder delta-to aktivitet. Det kunne fx være den 
dialogbaserede undervisning og evaluering.  
Logisk forståelse 
Den logiske forståelse indebærer, at eleven kan ræsonnere, altså lave en kæde af matematiske 
argumenter. At eleven kan gennemgå et bevis er ikke ensbetydende med logisk forståelse, da 
det kan være rent udenadslære.  Den logiske forståelse forudsætter, at eleven har relationel 
forståelse. Udviser eleven manglende logisk forståelse, skal der skelnes mellem at eleven 
forstår, at han mangler den logiske forståelse, og at eleven ikke forstår at han mangler noget.   
 
Til belysning heraf kan bruges eksempel fra htx-klassen. I en tidligere FSA opgave skal der 
redegøres for, at to trekanter er ligedannede. Eleverne giver ikke mere fyldige svar end ” 
vinklerne er ens”.  Ved tilskyndelses af argumentation herfor kommer to begrundede svar: 
”det er fordi de er ligedannede” altså cirkelargumentation og ”vinkel A i begge trekanter ligger 
over hinanden” – ingen begrundelse for de to andre vinkler.  Da læreren påpeger, at begge 
trekanter er retvinklede, kan flere elever tilføje at de sidste vinkler også er ens. Det er ikke 
muligt i situationen at afgøre om det er udenadslære (instrumentel forståelse), men da 
læreren opstiller en logisk argumentation på tavlen udbryder flere elever: ”men det er jo det 
samme - vi er kommet frem til det samme”.  De har ikke indset, hvad det er, de mangler. Som 
Skemp angiver, kan det være svært at overbevise eleverne om, at deres tilgang ikke er 
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korrekt. Spørgsmålet er, om det her ville være relevant at italesætte de forskellige 
forståelsesniveauer for eleverne?  
 
Der vil opstå frustration i undervisningen, hvis elev og lærer ikke har samme mål, når elev 
selv ønsker instrumentel undervisning men læreren fokuser på relationel forståelse og 
omvendt altså hvilken type af forståelse der ønskes, for undervisningen. 
 
Både som underviser og matematikvejleder er det vigtigt at have fokus på, at der er 
forskellige opfattelser af matematikforståelse. Som underviser kan man blive konfronteret 
med dette ved eksamensvotering. En lærer vil argumentere, at en elev ikke har vist 
(relationel) forståelse for bestemmelse af ekstremum, da eleven ikke har redegjort for, 
hvorfor den afledede funktion bestemmes og sættes lig med nul. Mens en anden ser 
(instrumentel)forståelse i at eleven har differentieret og sat lig med nul - eleven har lært en 
procedure/regel.  
 
Forskellige krav til elevernes forståelse kan måske begrunde, hvorfor der er så stor forskel på 
den gennemsnitlige skriftlige eksamenskarakter i matematik A for htx og stx. I htx-
bekendtgørelsen (Undervisningsministeriet_a, 2013) for matematik er målene bundet op på 
kompetencemål jf. KOM-rapporten, dvs. kernestoffet er et middel til at opnå kompetencerne.  I 
stx-bekendtgørelsen (Undervisningsministeriet_b, 2013) indgår kernestoffet i målene – dvs. 
kernestoffet bliver et mål i sig selv. Da eksamen evaluerer på målopfyldelse er stx opgaver 
flere standard opgaver, der kan klares med instrumentel forståelse, hvor der i htx opgaverne 
evalueres på opfyldelse af kompetencemålene jf. KOM-rapporten, hvilket indebærer flere 
opgaver der kræver relationel forståelse og registerskift/conversion jf. Duval – se afsnittet 
”Matematiske registre - Conversion og Treatment”. 
Begrebsbilleder og begrebsdefinitioner 
Tall og Vinner (1981) beskriver et begrebspar, som kan belyse nogle af de vanskeligheder, 
elever kan have med matematikforståelse. Der er tale om begreberne begrebsbillede og 
begrebsdefinition. Et begrebsbillede defineres som den samlede kognitive struktur hos 
individet, der er relateret til et givent begreb (s. 152). Det er et slags kognitivt skema for et 
matematisk begreb, der indeholder den samlede sum af viden, forestillinger og mentale 
billeder, der er knyttet til begrebet. I denne opgave er fokus bl.a. på de begrebsbilleder, som 
elever har om begreberne ”ubekendt”, ”variabel” og ”sammenhæng”. Det ligger i definitionen 
af begrebsbillede, at disse er subjektive, den ene elev vil ofte forstå fx begrebet variabel 
anderledes end den anden. I mange tilfælde skaber denne subjektivitet ikke de store 
problemer, men ifølge Tall og Vinner kan begrebsbilledet for et givent begreb blive 
problematisk, hvis det afviger for meget fra ”den matematiske virkelighed”. Her kommer den 
anden del af ovennævnte begrebspar ind i billedet, nemlig begrebsdefinitionen. En 
begrebsdefinition defineres som en formulering, der specificerer det pågældende begreb (s. 
152). En formel begrebsdefinition er tillige én, der accepteres bredt i det matematiske 
samfund. 
 
Ifølge Tall og Vinner kan det skabe problemer for eleven, hvis deres begrebsbillede er i 
konflikt med den formelle begrebsdefinition (s. 154). Denne situation kan opstå på mange 
måder. Hvis eleven præsenteres for en formel begrebsdefinition, vil denne som regel blive en 
del af elevens begrebsbillede. Men i et eller andet omfang vil dette være i form af en personlig 
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begrebsdefinition, en rekonstruktion af den oprindelige formelle begrebsdefinition, jf. den før 
omtalte subjektivitet. Hvis afvigelsen mellem disse to udgaver af begrebsdefinitionen bliver 
for stor, kan eleven få problemer med den formelle teori (s. 154). Det kan også forekomme, at 
begrebsdefinitionen praktisk talt er ikke eksisterende i begrebsbilledet. Tall og Vinner giver 
begrebet funktion som eksempel. Hvis en lærer starter et forløb med at give en formel 
definition af funktion og derefter bruger den resterende tid på at arbejde med funktioner, som 
er givet ved regneforskrifter, så kan der meget let opstå uoverensstemmelser mellem 
begrebsbillede og begrebsdefinition, eller i hvert fald bliver begrebsbilledet ”fattigt” (Tall & 
Vinner, 1981, s. 153). Situationen er velkendt i gymnasiet, hvor praktisk talt alle funktioner er 
givet ved regneforskrifter. Stiller man eleverne over for et modeksempel vil mange elever 
mene, at ”det er da ikke en funktion”. 
 
Tall og Vinner illustrerer deres pointer ved at betragte problemer i forbindelse med 
grænseværdier af talfølger og funktioner samt kontinuitet af funktioner. Overordnet er det 
almindelig praksis i undervisningsforløb at begynde med en uformel tilgang til forståelsen af 
disse begreber. Ideen er gradvist at opbygge begrebsbilleder, der på en for eleverne naturlig 
måde kan lede til en egentlig begrebsdefinition. Dette kan imidlertid have den konsekvens, at 
der bliver konflikt mellem begrebsbillede og begrebsdefinition (s. 155). Tall og Vinner 
beskriver eksempelvis den typiske tilgang ved undervisning i grænseværdi af talfølger. 
Begrebet grænseværdi introduceres gennem en lang række specifikke eksempler, idet 
begrebet gradvist gøres mere formelt. Til sidst gives en formel begrebsdefinition af 
grænseværdi, som ganske kort anvendes i slutningen af forløbet. Tall og Vinner betvivler, at 
den formelle begrebsdefinition med denne tilgang bliver integreret i begrebsbilledet (s. 158). 
Det har blandt andet den konsekvens, at mange elever ikke accepterer, at elementer i en 
talfølge med grænseværdi 𝑠 kan være lig med 𝑠 (s. 159). I nutidens danske gymnasium er 
lignende overvejelser relevante i forhold til gennemgangen af begrebet kontinuitet. Der bliver 
måske nok givet en formel definition af kontinuitet ud fra grænseværdibegrebet, men 
sidstnævnte behandles sjældent på nogen særlig formel måde. Endvidere bruges den formelle 
definition af kontinuitet sjældent, og elevernes begrebsbilleder af begrebet er formentlig først 
og fremmest præget af ideen om, at en kontinuert funktion er en funktion, hvis graf kan 
tegnes uden at løfte blyanten fra papiret (s. 164). Denne intuitive ide kan være nyttig i mange 
sammenhænge (s. 169), men når eleven (eller snarere den studerende) når et højere niveau, 
kan afvigelsen mellem begrebsbillede og formel begrebsdefinition skabe problemer, fx med at 
indse, at visse ”monstre” kan være kontinuerte. 
Samlet set beskriver Tall og Vinner, hvordan afvigelser mellem begrebsbillede og formel 
begrebsdefinition kan være en kilde til matematikvanskeligheder på specifikke områder. 
Dermed foreslår de også mere eller mindre eksplicit et værktøj til at afhjælpe disse 
vanskeligheder. Hvis en lærer, eller en matematikvejleder, bliver bevidst om en elevs 
begrebsbillede om et givent begreb, så kan en fælles eksplicitering af begrebsbilledet være et 
skridt på vejen til at mindske afvigelsen mellem dette og den formelle begrebsdefinition (s. 
168). Senere i opgaven belyses det, hvordan man som matematikvejleder med udgangspunkt i 
detektionstesten kan danne sig et indblik i elevens begrebsbillede om eksempelvis 
variabelbegrebet som et led i diagnosticeringen, og hvordan man herefter kan anvende en 
eksplicitering af begrebsbilledet som et led i en intervention. 
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Operationel og strukturel forståelse 
Anna Sfard (Sfard, 1991) har fokus på, hvordan matematisk forståelse opstår – hvilke trin kan 
den matematiske læring opdeles i. Sfard har en todeling af den matematiske forståelse, idet 
hun taler om en dualitet mellem operationel og strukturel forståelse.  
 
Den operationelle indsigt vises ved de processer eller algoritmer, eleven er i stand til at 
udføre. Det er en dynamisk, sekventiel og detaljeret opfattelse. Disse processer foretages på et 
matematisk objekt, der er på et lavere niveau – se Figur 1.  
Dette usynlige objekt/begreb (Sfard argumenter for at det er sværere at opnå forståelse i 
matematik i forhold til andre naturvidenskabelige fag, da de matematiske objekter ikke har en 
materiel form, men blot kan angives ved forskellige repræsentationer) er statiske, kan 
opfattes som en overordnet helhed. Dette skal ikke forveksles med den matematiske 
definition, da det er et subjektivt begrebsbillede, jf. Tall og Vinners beskrivelse af 
begrebsbillede. At have et korrekt begrebsbillede svarer til at have strukturel forståelse. 
 
Læringen opdeles som ses på figuren i tre trin: 
 Internalisering er opnået, når eleven har tilegnet sig og kan udføre de nye processer på 
kendte objekter. 
 Kondensering er opnået, når processen bliver til en helhed uden at have brug for at gå i 
detaljer. De forskelige repræsentationer opfattes som en helhed af eleven, der har let 
ved at skifte fra det ene register til det andet (registerskift er et begreb fra Duval se 
næste afsnit). Her kræves tålmodighed, da det kan tage meget lang tid at få denne 
indsigt. 
 Reificering er sket, når eleven har fået en objektopfattelse og omtaler og behandler det 
som en reel ting. Funktioner opfattes ikke som en proces eller operationer med 
variable, men som et objekt der kan indgå i en proces som i infinitesimalregning.  
Reificering er det kvantespring, hvor operationel forståelse bliver til strukturel 
forståelse. Men her kommer den onde cirkel ind. For at der er et behov for at opfatte 
noget som objekt f.eks. begreb B, skal der være behov for at anvende den i en ny type 
proces altså i internalisering af begreb C, men den nye proces kræver jo at der er et 
kendt objekt at udføre den på. Som Sfard angiver det: ”the lower level reification and 
the higher-level interiorization are prerequisite for each other! ” (Sfard, 1991, s. 31) 
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Sfard argumenterer for, at opnåelse af strukturel forståelse hjælper på hukommelsen og giver 
mentalt overskud til at arbejde videre med matematikken og tilegne sig mere ny viden og 
forståelse. 
  
Figur 1 Sfard billede af læringens tre deling. Det ses også hvordan operationel indsigt ved arbejde på et 
objekt/begreb (A) er forudsætning for strukturel opfattelse af det nye objekt B 
 
Sfard angiver, at læringsprocessen ikke opstår spontant, den kræver en ydre påvirkning i 
form af undervisning af lærere, læsning af lærebog mm. I tilrettelæggelse af undervisning skal 
der tages fat i processer før definitioner, hvilket stemmer med Tall og Vinners senere tilgang. 
Der skal også tages udgangspunkt i noget eleverne kender i forvejen jf. den hierarkiske 
opbygning af læring. Hun argumenter med, at dette stemmer overens med en psykologisk 
(Piaget) og filosofisk tilgang, samt at det stemmer overens med den historiske udvikling af 
matematikken.   
 
I relation til diagnosticering af elevens forståelse kan det være svært at afgøre hvor eleven er, 
da det er en intern forståelse, hvor vi kun kan se på elevens opførsel, tilgang og færdigheder. 
En fejlindlæring kan være, at elevens opfattelse af et objekt ikke er dækkende, hvilket kan ske 
ved at eleven identificerer objektet med et konkret eksempel, som f.eks. at en graf altid er en 
ret linje.  
Matematiske registre - Conversion og Treatment 
I to artikler (Duval, A Cognitive Analysis of Problems of Comprehension in a Learning of 
Mathematics, 2006) (Duval, A crucial issue in mathematics education: The ability to change 
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representation register, 2004) fremlægger Raymond Duval en række afgørende faktorer, som 
er i spil, når man lærer matematik. Udgangspunktet er: Hvad er de kognitive forudsætninger, 
der er nødvendige at mobilisere for at få adgang til matematiske objekter, og på samme tid gøre 
det muligt at udføre de mange transformationer, som er forudsætningen for matematiske 
procesesser? Det er afgørende for Duval, at vores adgang til matematiske objekter altid foregår 
via forskellige repræsentationer - vi har ikke direkte adgang til de matematisk objekter, men 
kan pege på dem via forskellige semantiske repræsentationer.  Som eksempel kan nævnes den 
lineære funktion. Denne kan repræsenteres enten ved en ret linje i et koordinatsystem, ved en 
regneforskrift eller med en sproglig forklaring, der kobler to variable. Disse forskellige 
repræsentationer peger alle på funktionen i sin helhed, men de giver os forskellige måder at 
arbejde med funktionen på. Det at mestre matematik kræver erfaring med hvilke 
repræsentationer der er gunstige at bruge i en given situation. Hvis man ikke har en 
fornemmelse af (og en forståelse for), at de forskellige repræsentationer alle peger på det 
samme bagvedliggende objekt, tror man, at hver ny repræsentation svarer til et nyt 
matematisk objekt. Dette er sikkert grunden til, at mange elever synes, der er så meget man 
skal huske i matematik. Når elever for eksempel mener, at det er nødvendigt at huske de tre 
udtryk sin(𝐴) =
𝑎
𝑐
, 𝑐 =
𝑎
sin(𝐴)
 𝑜𝑔 𝑎 = 𝑐 ∙ sin (𝐴), ser de ikke det bagvedliggende matematiske 
objekt, nemlig relationen mellem de ubekendte. 
Begrebsbilleder og semantiske repræsentationer 
Netop fordi vi ikke har direkte adgang til det matematiske objekt, bliver elevens mentale 
billeder af matematiske objekter afgørende for deres matematiske forståelse. Disse billeder og 
associationer er opbygget i forbindelse med elevens læring, og det er dem eleven ser, når han 
møder matematiske symboler. Duval skelner mellem disse billeder (det at forstå matematik) 
og det at udføre matematiske beregninger. Specielt er de semantiske repræsentationer vigtige 
for beregninger, og Duval går så vidt som til at sige, at et tegn i matematik ikke primært er en 
repræsentation af et matematisk objekt, men noget som giver en mulighed for at skifte det ud 
med andre tegn.  
For at mestre matematik er det både vigtigt at have gode begrebsbilleder af de matematiske 
objekter, men også vigtigt at kunne foretage disse substitutioner af matematiske tegn. Begge 
aspekter skal med i en analyse af de kognitive forudsætninger for at forstå matematik. Til 
hver semiotisk repræsentation hører en række naturlige transformationsmuligheder.  
Multi- og mono-funktionelle repræsentationer 
Duval skelner mellem multifunktionelle og monofunktionelle semantiske repræsentationer. 
De multifunktionelle repræsentationer opfylder en lang række kognitive funktioner (som 
kommunikation, informationsprocessering, forestillinger…) mens de monofunktionelle 
hovedsageligt bruges til at udføre beregninger (her forstået som at udskifte nogle tegn med 
andre). To eksempler på multifunktionelle semantiske repræsentationer er figurer i 
elementær geometri og sproglige formuleringer med et matematisk indhold. I disse 
multifunktionelle semantiske repræsentationer er det ofte ikke entydigt, hvordan man 
kommer fra den ene repræsentation til den næste, mens det i monofunktionelle 
repræsentationer (som f.eks. i forbindelse med ligningsløsning) ofte er en bestemt algoritme, 
der bringer eleven videre.  
Repræsentationsregistre, Treatment og Conversion 
Duval indfører begrebet et repræsentationsregister for kombinationen af den semantiske 
repræsentation og de transformationer, man kan foretage inden for denne repræsentation. Et 
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eksempel på koblingen af en monofunktionel repræsentation og de dertil hørende 
transformationer er det algebraiske register. Dette register består således af en algebraisk 
repræsentation og de regler, som findes inden for denne repræsentation for at skifte tegn ud 
med andre tegn. Et andet eksempel er diagrammer og reglerne for at omforme et diagram til 
et andet, således at arealet ikke ændres. Her er det en multifunktionel repræsentation, som 
knyttes til en række tilladte transformationer. Duval skelner mellem de registre, hvor der 
findes en algoritme der tilvejebringer de mulige transformationer (dette kalder han for de 
monofunktionelle registre) og de registre, hvor en sådan algoritme ikke findes (disse kalder 
han de multifunktionelle registre). Derudover skelner han mellem de registre, hvor man med 
viden eller argumenter (i modsætning til intuition eller det at få en god ide) kan gennemføre 
transformationerne (Discursive operations) og de registre hvor dette ikke umiddelbart lader 
sig gøre (Non-Discursive)1. I nedenstående diagram er Duvals kategorisering af registre 
opstillet: 
  
 
Discursive operations Non-Discursive operations 
Multi-funktionelle registre 
(transformationerne kan ikke 
oversættes til en algoritme) 
Dette kunne f.eks. være et 
sprogligt register, der beskriver 
en matematisk situation (et 
konkret spørgsmål i dette 
register kunne være: Startprisen 
for en taxa i Århus er 42 kr. og 
derefter koster det 21 kr. pr km. 
Ventetid koster 12 kr. pr. 
minut….) 
Geometriske figurer der kan 
tegnes med lineal og passer 
Mono-funktionelle registre 
(transformationerne kan 
oversættes til en algoritme) 
Dette kunne f.eks. være et 
algebraisk register (et konkret 
spørgsmål i dette register 
kunne være: x2+5 = x) 
Kombinationen af geometriske 
figurer. 
 
I nogle matematiske processer foregår hele analysen inden for ét register. Dette kunne f.eks. 
være i forbindelse med at løse en andengradsligning. For at nå frem til resultatet, foretages en 
række algebraiske manipulationer, men man skifter ikke register. Disse transformationer 
inden for et register kalder Duval Treatment. Begrebet Treatment dækker således over at 
udføre transformationer af repræsentationer inden for et register. I 2004 artiklen nævner 
Duval, at manipulationen: 
𝑥 + (𝑥 + 3) = 23 ⟺ 2𝑥 + 3 = 23 ⟺ 2𝑥 = 20 ⟺ 𝑥 = 10 
er et eksempel på Treatment inden for et algebraisk register.  
Andre gange indebærer den matematiske analyse et skift fra ét register til et andet. Dette 
kunne f.eks. være i forbindelse løsning af en opgave, som starter i et sprogligt register (en lille 
tekst) og så skifter til et algebraisk register for at foretage en række beregninger.  Disse 
registerskift kalder Duval Conversion. Conversion dækker således over at skifte mellem 
forskellige registre for at beskrive det samme matematiske objekt. I 2004 artiklen nævner 
Duval, at overgangen fra beskrivelsen: 
John is 3 years older than Peter. Together they are 23 years old. How old are they? 
til 
                                                        
1 Han bruger ordet Discursive operations og vi forstår det således, at han hentyder til den filosofiske definition af 
ordet discursive. 
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𝑥 + (𝑥 + 3) = 23 
er et eksempel på et skift i register uden at selve det matematiske objekt ændres.  
Conversion må ikke forstås som en naiv oversættelse fra én semiotisk repræsentation til en 
anden. Der er meget mere på spil. Det er oplagt, at forskellige registre kan forskellige ting. 
Hvis vi f.eks. skal løse følgende problem: 
På en markedsplads findes der mange mennesker og heste. Hver hest har fire ben og et hoved og 
hvert menneske har et hoved og to ben. I alt er der 192 ben og 68 hoveder. Hvor mange heste og 
mennesker er der på pladsen. 
Så er det meget mere effektivt at oversætte dette til et algebraisk register og løse to ligninger 
med to ubekendte end at prøve sig frem i det lingvistiske register. 
Men også hele data/informations-strukturen i det ene register kan være forskellig fra 
data/informations-strukturen i det andet. For eksempel er der ved Conversion fra en 
lingvistisk repræsentation til en algebraisk repræsentation ofte flere informationer i den 
lingvistiske repræsentation, som ikke følger med over i den algebraiske. Den måde de enkelte 
tegn umiddelbart forstås på kan ændres under Conversion. Duval nævner følgende eksempel 
på Conversion fra et lingvistisk til et algebraisk register: 
To divide a given number into two numbers with a given difference. 
til 
𝑁 = 𝑥 + 𝑥 + 𝐷 
I det lingvistiske register er data-strukturen 𝑁 = 𝑥 + (𝑥 + 𝐷), hvor N er a given number, D er 
a given difference og x og (x+D) er two numbers. Treatment i dette register ville indebære et 
arbejde på tegnene repræsenteret af N, x, (x+D) og D.  
I det algebraiske register ligger det lige for, at man ved Treatment knytter x og x tæt sammen 
(så det bliver til 2x). Her er de tegn, som man umiddelbart under Treatment arbejder med 
derfor N, 2x og D.  
Data/informations-strukturen som man arbejder med i forbindelse med Treatment er således 
meget forskellig i de to registre.   
Conversion er en udfordring - hvad skal med?  
Når data/informations-strukturen er forskellig i kilde- og modtager-registret, hvordan ved 
man så, hvad der skal med, og hvad det skal repræsenteres af i modtagerregistret - hvordan 
ved man, hvad der er relevant? Dette kan illustreres ved overgangen fra en grafisk 
repræsentation til den tilsvarende regneforskrift. Den grafiske repræsentation er i denne 
sammenhæng uanvendelig, hvis man ikke kan afkode de egenskaber ved grafen, som er 
matematisk relevante. Man skal f.eks. vide, at det er hældningskoefficienten og f.eks. skæring 
med y-aksen, der er relevant for regneforskriften for en lineær funktion, mens farven på 
koordinatsystemets akser ofte er mindre væsentlig. Det er ved at forstå et netværk af visuelle 
egenskaber, at en graf kan oversættes til en regneforskrift. Dette er ikke noget, man kan vide 
på forhånd, men noget som kræver erfaring med Conversion. 
Treatment, Conversion og det at forstå matematik 
Duval mener, at det er helt afgørende at skelne mellem Treatment og Conversion i en analyse 
af matematiklæring, og specielt Conversion berører de kognitive komplekse 
forståelsesproblemer i matematik. Som sagt indebærer matematikforståelse for Duval altid en 
klar opmærksomhed på forskellen mellem repræsentationer og de bagvedliggende 
matematiske objekter. Derfor går han så langt som til at sige, at matematisk forståelse altid 
indebærer evnen til at kombinere mindst to registre, da forskellen og forholdet mellem 
repræsentation og objekt dermed sættes i fokus. Matematikforståelse kræver således en 
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simultan forståelse for sammenhængen mellem forskellige repræsentationer af det samme 
matematiske objekt. For eksempel indebærer forståelsen for, hvad en matematisk funktion er, 
evnen til at se den samme funktion både gennem en graf og gennem en regneforskrift. 
 
Conversion er afgørende, men også vanskeligt og noget som skal øves. Hvis man kan finde en 
måde til systematisk at variere repræsentationerne, giver det mulighed for at undersøge og 
træne elevernes evne til Conversion. En anden mulighed er at benytte computerprogrammer, 
der hurtigt kan skifte mellem forskellige repræsentationer for det samme matematiske objekt. 
Når en elev hurtigt kan skifte mellem regneforskriften og det visuelle billede af grafen for en 
funktion og kan genkende regneforskriftens egenskaber i grafen og grafens egenskaber i 
regneforskriften, banes der vej for en forståelse for det bagvedliggende funktionsbegreb. Hun 
ser det samme objekt, selv om repræsentationerne ser meget forskellige ud. En tredje 
mulighed er at inddrage problemer som eleverne oplever uden for matematikundervisningen. 
Når disse problemer først er sprogligt formuleret, kan de ved Conversion overføres til et 
register, som er mere gunstigt for den Treatment, som er nødvendig for at løse problemet. 
Ved at italesætte disse registerskift, får man en naturlig mulighed for at vise forskellige 
repræsentationer af de bagvedliggende matematiske objekter, og arbejdet med disse 
hverdagssituationer kan derfor facilitere en forståelse for de bagvedliggende matematiske 
objekter. 
Empirisk abstraktion 
Mitchelmore og White (Mitchelmore & White, 2004) beskriver en metode til 
matematikindlæring, som de kalder empirisk abstraktion. Empirisk abstraktion er det, der 
sker, når en elev genkender underliggende ligheder mellem forskellige eksempler på et 
matematisk begreb, eller et begreb i al almindelighed, og derigennem danner et nyt begreb (s. 
3). For at kunne foretage empirisk abstraktion ud fra eksemplerne er det vigtigt, at de 
omhandler situationer, som eleven har et empirisk kendskab til. De nævner eksempelvis 
begrebet areal. Børn oplever dagligt situationer, hvor areal er et relevant begreb, fx ”hvor 
meget plads er der til mad på tallerkenen?”, ”hvor meget plads er der til at tegne på papiret?” 
(s. 5). Ifølge Mitchelmore og White opnår børn en forståelse af areal ved at abstrahere 
lighederne mellem disse eksempler til et begreb. Begrebet areal bliver reificeret, dvs. det 
bliver til et mentalt objekt i sin egen ret. Denne empiriske abstraktion er ifølge forfatterne 
grundlaget for indlæring af alle fundamentale matematiske begreber (s. 4). Dette har stor 
betydning for tilrettelæggelsen af matematikundervisning. En central pointe er, at en formel 
definition af et matematisk begreb ikke vil give mening for en elev, hvis det ikke har 
sammenhæng med et i forvejen eksisterende empirisk begreb. Denne situation kan opstå, hvis 
det empiriske begreb slet ikke eksisterer hos eleven, eller hvis eleven ikke kan koble det 
matematiske begreb til det empiriske begreb (s. 7).  
 
Ud fra ovenstående betragtninger konstaterer Mitchelmore og White med beklagelse, at det 
meste matematikundervisning ikke er baseret på empirisk abstraktion. De mener, at 
undervisningen ofte bærer præg af indledende formelle definitioner og herefter fokuserer på 
regneteknik i kontekstfrie eksempler. Først senere anvendes begreberne på konkrete 
situationer. Dette befordrer ikke empirisk abstraktion, idet eleverne ikke får mulighed for at 
hænge de formelle begreber op på empiriske af slagsen. Anbefalingen er derfor, at man som 
lærer i højere grad tænker empirisk abstraktion ind i sin undervisning, og Mitchelmore og 
White giver også et konkret forslag til en fremgangsmåde, der indeholder fire punkter (s. 10). 
Matematikvejleder, RUC, 2014/2015  
1.semester projekt 
 16 
For det første skal eleverne præsenteres for en række eksempler, der er velkendte for dem, og 
fra hvilke det matematiske begreb senere kan abstraheres. I denne fase anvendes naturligt 
sprog, når man taler om eksemplerne. I den anden fase henledes elevernes opmærksomhed 
på de ligheder, der er mellem eksemplerne. Det tydeliggøres, hvilke ligheder der er afgørende 
i relation til det underliggende matematiske begreb, og en definition af begrebet indføres. I 
den tredje fase, som Mitchelmore og White kalder reificering, udforsker eleverne begrebet i 
forskellige situationer, og begrebet bliver gradvist et mentalt objekt i sin egen ret. Det 
understreges, at det stadig er vigtigt, at eksemplerne gør det muligt for eleverne at bibeholde 
den dannede kobling mellem det formelle matematiske begreb og det empiriske begreb. I den 
fjerde og sidste fase kan eleverne anvende begrebet til at løse problemer mere effektivt. Man 
kan fx vende tilbage til de oprindelige eksempler fra den første fase og vise, hvordan den nye 
erkendelse giver bedre mulighed for problemløsning. 
 
Mitchelmore og White påpeger, at empirisk abstraktion er et konstruktivistisk begreb (s. 8). 
Matematiklæring baseret på empirisk abstraktion er altså ikke bare noget, som læreren 
overfører til eleven. Eleven skal selv foretage den empiriske abstraktion, men der skal 
selvfølgelig stilles nogle relevante eksempler til rådighed. For en af kandidaterne vil det 
senere i opgaven blive beskrevet, hvordan empirisk abstraktion blev anvendt som baggrund 
for en intervention i forbindelse med forståelsen af begreberne ”variabel” og ”sammenhæng”. 
Som tidligere nævnt vil også Tall og Vinners tilgang med begrebsbilleder blive anvendt. Man 
kan imidlertid allerede nu diskutere, om ikke der er en grundlæggende modstrid mellem 
budskaberne i artiklerne af Tall og Vinner og Mitchelmore og White. Tall og Vinner advarer 
mod at lade formelle definitioner træde i baggrunden til fordel for eksempler. De synes at 
anbefale, at man indleder med en grundig behandling af den formelle begrebsdefinition og 
dens konsekvenser. En alt for lang indledning præget af specifikke eksempler kan skabe 
konflikter mellem begrebsbillede og begrebsdefinition. Mitchelmore og White fremhæver 
derimod netop vigtigheden af indledende eksempler. Det er kun gennem disse, at eleven 
kommer til en ægte forståelse af det matematiske begreb. De to artikler repræsenterer 
således to forskellige tilgange til matematiklæring. Man kan dog indvende, at artiklerne på 
mange måder ikke taler om det samme matematiske niveau. Hos Tall og Vinner er der fokus 
på relativt komplekse begreber som grænseværdi og kontinuitet, mens begreberne hos 
Mitchelmore og White måske netop er mere empiriske. Det skal også nævnes, at Vinner 
senere synes at have revideret sin opfattelse. I Vinner og Dreyfus (Dreyfus & Vinner, 1989) 
beskrives en empirisk undersøgelse af begrebsbilleder om funktioner hos forskellige grupper 
af studerende med forskellige matematiske forudsætninger. I konklusionen påpeges det, at 
undervisning skal tage udgangspunkt i, hvilke studerende man har med at gøre (s. 365). 
Specifikt reflekteres der over, om Dirichlet-Bourbaki definitionen af funktioner bør anvendes i 
kurser, hvor den ikke er absolut nødvendig. Videre anbefales det, at hvis ”mærkelige” 
funktioner overhovedet skal introduceres, så skal det være med udgangspunkt i de 
studerendes erfaringer. En egentlig formel definition bør blot indføres som en konklusion på 
de eksempler, de studerende har mødt. Alt i alt en tilgang, der bedre kan forenes med 
empirisk abstraktion end den tidligere fra Tall og Vinner. Under alle omstændigheder ligger 
der ikke som udgangspunkt noget problem i at benytte sig af både begrebsbilleder og 
empirisk abstraktion i forbindelse med diagnosticering og intervention, sådan som det vil 
blive behandlet nærmere senere. 
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Detektion 
For at identificere elever, der har alvorlige vanskeligheder med matematik inden for 
begrebsforståelse, blev der taget udgangspunkt i vores egne og kollegaers iagttagelser af 
elevernes arbejde med matematik i undervisningen.  Et andet redskab var brug af 
detektionstesten ”57 spørgsmål fra professoren” (med underspørgsmål er der i alt 71 
spørgsmål).  Eleverne fik halvanden til to timer til at svare på opgaverne uden brug af 
hjælpemidler.  
I detektionen blev der specielt lagt vægt på spørgsmål vedr. funktioner, variable og ligninger 
jf. problemformuleringen. I bilag 1 fremgår det, hvilke spørgsmål gruppen har udvalgt. 
Nedenfor beskrives resultaterne for én af klasserne, hvor case 2 hører til. 
HB-Gym -en 1.g htx klasse 
På HB-Gym var udgangspunktet en 1.g klasse på grundforløbet, 1.z. Klassen bestod som 
udgangspunkt af 32 elever, hvilket var en tredjedel af de elever, der startede på htx. Eleverne 
var blandet i forhold til deres forhåndstilkendegivelse af studieretning.  I forhold til 
årskarakterer fra folkeskolen var gennemsnittet på 9,3 i færdighedsregning og 7,8 i 
problemregning, hvilket var næsten identisk med de andre klasser på HB-Gym, dog var denne 
klasses gennemsnit i problemløsning 0,5 procentpoint lavere.  To elever havde gennemsnit på 
4, resten var derover. 
 
Inden detektionstesten havde klassen arbejdet med grundlæggende tal og bogstavregning: 
regningsarternes hierarki, reduktion af simple bogstavudtryk, og skulle i gang med 
førstegradsligninger. Det er fastlagt, at alle grundforløbsklasser i grundforløbet også skal 
gennemgå kernestoffet: trigonometri, andengradsligninger og to ligninger med to ubekendte. 
Der lægges specielt vægt på kommunikations-, symbol- og formalisme kompetencen jf. KOM-
rapporten (Niss & Jensen, Kompetenser og matematiklæring, 2002) hvor kravene til 
dækningsgraden er betydelig større i matematik A og B i gymnasiet end i folkeskolen.  
 
Elevbesvarelserne af detektionstesten, der var under nederste kvartil for hele besvarelsen, 
havde alle et gennemsnit på 7 eller derunder i årskarakter fra folkeskolen. For de udvalgte 
spørgsmål var der ikke så klar sammenhæng til årskarakter, her var der også elever med 
gennemsnit på 8,5 mens en elev med gennemsnit på 4 ikke befandt sig under nederste kvartil.  
Det kan også her bemærkes, at detektion baseret på testen ikke er nok, da den pågældende 
elev senere har vist generelt at have store matematikvanskeligheder også med 
variabelforståelse. 
 
Af ressourcemæssige årsager blev der udvalgt to af seks potentielle elever med 
matematikvanskeligheder inden for variabelforståelse vurderet ud fra testen og 
observationer i undervisningen.  Umiddelbart blev én fravalgt pga. forventning om skoleskift 
(hvilket også skete til hhx) en anden pga. at der var andre sociale hindringer, der først burde 
løses. Af de sidste blev én valgt ud fra selv at have tilkendegivet ønske om at blive udvalgt, den 
sidste blev udvalgt ud fra lærerens egen usikkerhed om, om der reelt var vaskeligheder og 
hvori de i så fald bestod. Denne case er ikke medtaget i denne rapport. 
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Figur 2 Box plots for 1.g htx klasse for henholdsvis hele detektionstesten og udvalgte spørgsmål vedr. 
variabelsammenhænge 
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Diagnosticering og intervention 
Arbejdet med at hjælpe elever med matematikvanskeligheder kan i teorien inddeles i tre 
faser: detektion, diagnosticering og intervention. I praksis har det vist sig, at de tre faser 
overlapper hinanden. I det følgende gennemgås tre cases, hvor tre forskellige aspekter af 
diagnosticering og intervention belyses. I case 1 blev der arbejdet med en enkelt elev fra 
Rosborg Gymnasium & HF i Vejle. Case 2 omhandler arbejdet på HB-Gym i Kolding, også her 
primært med en enkelt elev. Endelig beskrives i case 3 arbejdet med en hel klasse på Aarhus 
Statsgymnasium.  
Case 1 - variable og lineære sammenhænge 
Interview om variable og sammenhænge 
I denne case blev der arbejdet med en enkelt elev fra en 1. HF klasse (matematik på C-niveau) 
på Rosborg Gymnasium & HF. Eleven blev henvist fra studievejledningen pga. massive 
vanskeligheder med specielt ligninger og lineære sammenhænge. Eleven havde således ikke 
taget detektionstesten, men i det følgende bekrives det, hvordan to af opgaverne fra testen 
bruges i diagnosticeringen. Interviewet fulgte en periode, hvor vi havde arbejdet med 
førstegradsligninger, og fokus for diagnosticeringen er variable og sammenhænge.  
 
Opgave 22 fra detektionstesten 
Eleven blev præsenteret for opgave 22 i detektionstesten, hvor man skal fortolke 
sammenhængen 𝑦 = 𝑥 + 5. I det følgende betegner E eleven og L læreren. 
 
L: Hvad kan du sige om sammenhængen mellem 𝑥 og 𝑦, når 𝑦 = 𝑥 + 5? Hvad vil det sige? 
E: At de giver det samme. 
L: Hvad giver det samme? 
E: y og x. 
L: Hvordan kommer du frem til det? 
E: Fordi der er et ligmedtegn.  
L: Okay. Hvis der nu havde stået 𝑦 = 𝑥, så havde jeg været enig med dig. Men det gør der jo 
ikke her vel? Hvad kan man sige om, hvordan x og y hænger sammen? 
E: Det ved jeg ikke. 
 
Her kan man for det første se et problem med opfattelsen af lighedstegnet. I Morten Blomhøjs 
artikel ”Funktionsbegrebet og 9. klasse elevers begrebsforståelse” (Blomhøj, 1997) ses noget 
tilsvarende (s. 14). Her har en elev, præsenteret for (næsten) den samme opgave, valgt at 
sætte 𝑦 = 𝑥 = 2, men samtidig konkluderet, at 𝑦 = 7, fordi der skal lægges 5 til x. Noget af det 
samme synes at være på spil her. Det lader til, at ligningen i første omgang læses som 𝑦 = 𝑥. 
Man kan sige, at eleven har svært ved at læse og forstå ligningen i sin helhed. Dette giver 
anledning til selvmodsigelser som den ovenfor, hvilket også ses i følgende uddrag af 
interviewet: 
 
L: Hvad nu hvis x er 4…? 
E: Så er y 9. 
L: Ja, det er rigtigt. Hvad er størst, x eller y? 
Matematikvejleder, RUC, 2014/2015  
1.semester projekt 
 20 
E: Er de ikke lige store? 
L: Nu sagde vi jo, at hvis x er 4, så er y 9. 
E: Nåh, så er y størst. 
L: Kan du se det ved at kigge på ligningen uden at tænke på bestemte tal? Kan man se, at y den 
er størst? 
E: Øh, pas. 
 
Eleven har ingen problemer med at beregne 𝑦, når 𝑥 er et konkret tal. Men spørgsmålet er, om 
det siger ret meget om elevens forståelse for variable og sammenhænge. Der er muligvis blot 
tale om en mekanisk udregning af 4  + 5. Eleven er stadig af den opfattelse, at 𝑥 og 𝑦 er lige 
store, selvom det modsiger det svar, hun lige har givet. Igen, hun kan ikke læse og forstå 
ligningen i sin helhed. Eleven forstår ikke, hvilken sammenhæng, der er mellem 𝑥 og 𝑦. Måske 
er det endda mere korrekt at sige, at eleven ikke forstår, at der er en sammenhæng mellem 𝑥 
og 𝑦. Derfor kan hun heller ikke udtale sig om den relative størrelse af 𝑥 og 𝑦 uden at have 
konkrete tal at støtte sig til, som det ses i svaret på det sidste spørgsmål.  
 
Senere i interviewet blev eleven præsenteret for et andet eksempel på en lineær 
sammenhæng, 𝑦 = 3𝑥 + 4: 
 
L: Hvis vi tager x og y sammen, og a og b sammen, hvad vil du sige er forskellen på de her to, 
og de her to? 
E: x og y er akser, og a og b er koordinater. 
 
Vi snakker om, at a og b er konstante. 
 
L: Kan du sige noget om, hvad x og y er? Vi har sagt, at a = 3 og b = 4. Kan man også sige noget 
om, hvad x og y er? 
E: Det ved jeg ikke. Jeg har overhovedet ingen anelse. 
 
Dette uddrag viser, at eleven tilsyneladende ikke har opnået en forståelse af, at 𝑥 og 𝑦 er 
variable. Uden denne forståelse er det selvsagt svært at udtale sig om sammenhængen mellem 
dem. For eleven har bogstaverne 𝑥 og 𝑦 ingen mening.  
Som en første konklusion kan man sige, at eleven har en mangelfuld forståelse af begreberne 
variabel og sammenhæng. Det blev forsøgt afdækket, hvilken opfattelse eleven egentlig havde 
af begrebet sammenhæng: 
 
L: Når man siger sammenhæng, hvad forstår du så ved det? 
E: Der er noget, de har tilfælles måske, noget der binder dem sammen. 
L: Hvad ved du ellers om sammenhænge, kan du huske noget, du har haft? 
E: Sådan noget med koordinatsystemer. Men faktisk ikke ret meget. 
L: Kan du huske, at der er noget, der hedder en graf? 
E: Ja 
L: Hvad er det? 
E: Det er en slags kurve. 
L: Ja. Hvordan hænger ligningen sammen med grafen? 
E: Der er jo y- og x-aksen. 
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L: Det er rigtigt. Og når man nu skal tegne en graf i et koordinatsystem, hvad har det så med 
ligningen at gøre? 
E: Altså det ved jeg ikke, for jeg har bare tastet dem ind, og så tegner den det selv ind. Så jeg 
kan ikke se nogen logik i, hvorfor den er, hvor den lander. 
 
Uddraget viser, at der ikke er ret meget omkring sammenhænge, der har sat sig fast i 
hukommelsen. Man kan bemærke, at eleven ikke inddrager ordet variabel i sin forklaring af 
begrebet sammenhæng. I det hele taget er der tale om en forklaring præget af små 
brudstykker uden nogen videre relation til hinanden. Desuden er grafer tilsyneladende noget, 
som et computerprogram har tegnet, hvorfor eleven ikke har nogen forståelse for relationen 
mellem ligning og graf. 
 
Opgave 31 fra detektionstesten 
Efter opgaven ovenfor blev eleven præsenteret for opgave 31 fra detektionstesten, i hvilken 
man skal fortolke sammenhængen 6 ∙ 𝑃 = 𝑆, hvor 𝑃 er antallet af professorer, og 𝑆 er antallet 
af studerende.  
 
L: Hvad tænker du umiddelbart, når du ser den ligning? 
E: At P så er, eller at der er seks professorer. Eller hvad, nej det kan der jo ikke være? 
L: Så du tænker, at der er seks professorer? 
E: Ja. 
L: Det er ikke helt det, den siger. Hvad betyder det egentlig, at 6 ∙ 𝑃 = 𝑆? 
E: Det ved jeg ikke, for jeg ved ikke, hvor de har fået 6 fra. 
 
Eleven kan ikke umiddelbart formulere, hvad ligningen udtrykker. Dette er ikke overraskende 
set i lyset af svarene på opgave 22. Den fortolkning, at der er seks professorer kan meget vel 
have rod i samme problem som sås ovenfor, nemlig at eleven ikke kan læse ligningen i sin 
helhed. Hun fokuserer på venstresiden 6 ∙ 𝑃 og læser den som ”seks professorer”, uden at tage 
hensyn til lighedstegnet og højresiden. Det er også interessant, at hun undrer sig over, hvor de 
har fået 6-tallet fra. Det ses også i følgende uddrag: 
 
L: Hvad var det nu, P det var? 
E: Professorer. 
L: Ja, så hvad betyder 6 gange P? 
E: P er professorer, men 6 det ved jeg ikke. 
L: Okay. Lad os sige, at der på det her studie er 10 professorer. Hvor mange studerende er der 
så? 
E: 60 
L: Ja, det er der nemlig. Hvad så, hvis der var 5 professorer, hvor mange studerende er der så? 
E: 30 
L: Okay. Hvordan ville du så formulere det med ord, det der står i ligningen? 
E: Det ved jeg ikke, for jeg ved stadig ikke, hvor de har fået 6 fra. 
 
Elevens undren over, hvor 6-tallet kommer fra, kan givetvis fortolkes på mange måder. Vi ved, 
at tallet seks er helt arbitrært her, men eleven vil gerne vide, hvor det kommer fra. Hvis 
hendes fortolkning af ligningen er, at der er seks professorer, så er det da også helt rimeligt at 
spørge, hvordan vi kan vide det. Under alle omstændigheder ses det igen, at hun ikke kan læse 
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ligningen i sin helhed. Hun forstår ikke, at ligningen angiver en relation mellem antallet af 
professorer og antallet af studerende, og hvilken rolle 6-tallet spiller i denne sammenhæng.  
Som det ses i uddraget har eleven ingen problemer med at svare på spørgsmålene, hvor 
antallet af studerende skal beregnes ud fra et konkret antal professorer. Der er ingen tvivl om, 
at eleven kan regne, svarene kommer prompte. Dette svarer til beregningen af 𝑦, når 𝑥 = 4 i 
opgave 22. Igen er det dog meget tvivlsomt, at det dækker over en dybere forståelse af 
variable og sammenhænge. Måden der spørges på lægger op til, at eleven skal komme med et 
tal som svar, og det er formentlig meget nærliggende for eleven at foretage fx beregningen 6 ∙
10 = 60 givet informationerne i opgaven. Svaret på det sidste spørgsmål i uddraget 
understøtter den tolkning, at eleven grundlæggende ikke forstår, hvad 
variabelsammenhængen betyder. Afslutningsvis i interviewet blev der spurgt lidt mere ind til, 
hvordan sammenhængen kunne fortolkes: 
 
L: Hvis jeg nu starter en sætning for dig, så kan du prøve at afslutte den. Der er 6 gange så 
mange _ som _. Hvad skal der stå de to steder her? 
E: At der er 6 gange så mange professorer som studerende. 
 
Eleven får at vide, at det ikke er det rigtige og retter det hurtigt til den korrekte formulering. 
Hun får et andet eksempel. I en børnehave gælder der følgende om sammenhængen mellem 
antallet af pædagoger 𝑃 og børn 𝐵: 𝐵 = 10 ∙ 𝑃. 
 
L: Hvad betyder det så? 
E: [Tøver længe] Der er 10 gange så mange børn, som der er pædagoger.  
 
Spørgeteknikken er her i modsætning til indledningsvist (hvad tænker du umiddelbart…) 
meget styrende, så eleven har ingen problemer med at komme med et svar. At svaret så er 
forkert skyldes sandsynligvis, jf. Mogens Niss’ kommentarer til testen, at hun oversætter 
relationen plads for plads uden hensyn til, hvad 𝑃 og 𝑆 prepræsenterer. At hun efter feedback 
hurtigt retter svaret kan desuden ikke tolkes som øget forståelse, da der ikke rigtig er andre 
muligheder. I eksemplet med pædagoger og børn svarer hun rigtigt, men heller ikke her ligger 
der nødvendigvis en dybere forståelse bag. Pædagoger og børn i en børnehave er 
sandsynligvis et mere velkendt fænomen for hende end professorer og studerende på et 
universitet, og det er meget sandsynligt, at hun bruger sin sunde fornuft til at beslutte, at der 
må være flere børn end pædagoger. Større erfaring med interviews hos læreren ville her, og 
flere andre steder i interviewet, kunne have betydet en afdækning af sådanne spørgsmål.  
Diagnosticering og oplæg til intervention 
Diagnosticeringen tager udgangspunkt i interviewet og øvrige samtaler. Som det er fremgået, 
har eleven fundamentale problemer med forståelsen af begreberne ”variabel” og 
”sammenhæng”. Med Tall og Vinner kan man sige, at hun har meget fattige begrebsbilleder, 
som desuden er meget lidt organiserede. Det bliver i interviewet mest tydeligt i forbindelse 
med sammenhænge. Én ting er, at hun ikke kan give nogen formel begrebsdefinition af 
sammenhænge. Det er der formentlig meget få, hvis nogen, gymnasieelever, der kan. Mere 
problematisk er det, at begrebsbilledet fremstår meget fragmentarisk. Det er noget med 
”noget der binder dem sammen” og ”sådan noget med koordinatsystemer”. Der er meget lidt 
sammenhæng mellem de enkelte komponenter i begrebsbilledet om sammenhænge. 
Eksempelvis har eleven ingen klar fornemmelse for relationen mellem ligning og graf for en 
sammenhæng.  
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Eleven kan udføre visse procedurer i forbindelse med sammenhænge. Eksempelvis kan hun 
beregne den afhængige variabel, når hun kender den uafhængige, og hun kan tegne grafer 
med et computerprogram, når hun kender ligningen. Dette vidner om en vis instrumentel 
forståelse, for at bruge Skemps begreb. Til gengæld synes der ikke at være nogen relationel 
forståelse for, hvad en sammenhæng er. Uden denne relationelle forståelse er det ikke 
overraskende, at begrebsbilledet om sammenhænge er så fragmentarisk. Hvordan skal hun fx 
forstå relationen mellem ligning og graf, når hun ikke ved, hvad en sammenhæng er?  
I interviewet blev der især fokuseret på, hvordan man skal forstå ligningen for en 
sammenhæng. Her har eleven helt grundlæggende problemer med at forstå relationen mellem 
højre- og venstresiden i ligningen. Hun læser ikke ligningen i sin helhed. Hendes 
begrebsbillede om sammenhænge har her en meget konkret mangel. I det omfang, at ligninger 
overhovedet er en del af hendes begrebsbillede om sammenhænge, er de i hvert fald ikke en 
hjælp for hende, hvad angår forståelsen af, hvad en sammenhæng er. Hun forstår ikke, at 
ligningen netop angiver en sammenhæng mellem to variable. Hvad angår variabelbegrebet 
har eleven svært ved at forstå meningen i fx symbolerne 𝑥 og 𝑦 i ligningen 𝑦 = 𝑥 + 5. I 
tidligere samtaler har hun nævnt, at hun finder sådanne udtryk dybt mystiske, da hun ikke 
ved, hvad 𝑥 og 𝑦 er. Det synes oplagt, at hun, jf. KOM-rapporten, har problemer med såvel 
symbol- og formalismekompetencen som repræsentationskompetencen.  
Elevens vanskeligheder kan kort sammenfattes i følgende punkter: 
 
1) Hun har fattige og uorganiserede begrebsbilleder om variable og sammenhænge. 
2) Hun forstår grundlæggende ikke, hvad en sammenhæng er. 
3) Hun kan ikke læse en ligning i sin helhed og fortolke den som angivende en 
sammenhæng mellem to variable. 
4) Hun har problemer med at forstå meningen i 𝑥 og 𝑦 som symboler. 
En intervention der tager udgangspunkt i denne diagnosticering må tage hensyn til, at 
problemerne er på et meget grundlæggende niveau. Der er på mange måder ikke tale om 
forkerte forståelser for begreber og deraf følgende uhensigtsmæssige begrebsbilleder, men 
snarere om meget fattige begrebsbilleder med en ringe grad af indre sammenhæng, som 
allerede nævnt. Interventionen må i høj grad starte fra bunden med begrebsdannelsen. 
Omvendt er der selvfølgelig også problematiske dele af begrebsbillederne, der fx giver 
anledning til en ukorrekt måde at læse en ligning på. Dette må også tages i betragtning, og 
som det blev nævnt i afsnittet om den generelle litteratur skal interventionen blandt andet 
indeholde en eksplicitering af sådanne forhold for eleven. 
 
Et helt centralt element i den intervention, som vil blive beskrevet nedenfor, er Mitchelmore 
og Whites begreb empirisk abstraktion. Elevens niveau og fattige begrebsbilleder taget i 
betragtning vurderes det som uhensigtsmæssigt at basere interventionen på formelle 
begrebsdefinitioner. Mitchelmore og White hævder, som tidligere nævnt, at formelle 
definitioner af matematiske begreber ikke vil give mening for en elev, hvis det ikke har 
sammenhæng med et i forvejen eksisterende empirisk begreb. Denne situation kan opstå, hvis 
det empiriske begreb slet ikke eksisterer hos eleven, eller hvis eleven ikke kan koble det 
matematiske begreb til det empiriske begreb. Som det vil fremgå, er det hævet over enhver 
tvivl, at eleven i den konkrete case beskrevet her besidder empiriske begreber om variable og 
sammenhænge, så problemet ligger i koblingen mellem disse og de matematiske begreber. 
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Derfor tager interventionen udgangspunkt i elevens empiriske begreber om variable og 
sammenhænge.  
Intervention 
Som nævnt har eleven vanskeligheder med begrebet variabel, så interventionens startpunkt 
er netop variabelbegrebet. På den anden side er det svært at tale om variable uden med det 
samme også at komme ind på sammenhænge mellem variable. Blomhøj (s. 8) beskriver, 
hvordan begrebet om en variabel er en forudsætning for at forstå begrebet om en 
variabelsammenhæng (dog bruger han ordet funktion), men at variabelbegrebet samtidig får 
sin mening i forbindelse med anvendelser, der involverer variabelsammenhænge. Derfor tog 
interventionen fat i begreberne variabel og sammenhæng sideløbende. Det blev hurtigt klart, 
at eleven ikke mangler empiriske begreber om variable og sammenhænge. Vi talte om 
forskellige situationer, der involverer variable og sammenhænge mellem dem. Fx kiggede vi 
på den situation, at læreren hver dag kører fra Aarhus til Vejle. Variable blev forklaret som 
størrelser, der kan variere. Det var naturligt for eleven at pege på fx fart og transporttid som 
variable, og det var også indlysende for hende, at der var en sammenhæng mellem disse 
variable. Vi arbejdede med flere eksempler af samme type, fx nedenstående: 
 
Forestil dig, at du vil koge æg og derfor hælder vand i en gryde, som står på komfuret, og at du 
derefter skruer op for varmepladen. 
Nævn nogle af de mange variable, der er her. 
Hvilke af dine variable forventer du, at der er en sammenhæng mellem, og hvilken sammenhæng 
forventer du? 
 
Det var ikke noget problem for eleven at nævne flere relevante variable og sammenhænge 
mellem dem. Sammenfattende kan man sige, at elevens problem, som allerede nævnt, ikke 
består i, at de empiriske begreber ikke findes, men snarere at de ikke er koblet til de 
matematiske begreber. Denne kobling blev fokuspunktet for den videre intervention.  
Ifølge Mitchelmore og White er det en forudsætning for empirisk abstraktion, at eleven har et 
indgående empirisk kendskab til de eksempler, hun præsenteres for. Der blev derfor valgt 
velkendte situationer som udgangspunkt for elevens empiriske abstraktion. Det første punkt i 
Mitchelmore og Whites foreslåede fremgangsmåde er netop præsentation af velkendte 
eksempler for eleven. Nedenfor ses et udvalg af de eksempler, der blev anvendt: 
 
Eksempel 1 
d. 1. august har en Facebook-side 20 likes. I tiden efter 1. august steg antallet af likes med 70 om 
dagen. 
Hvor mange likes havde siden 9 dage efter 1. august? 
Hvor mange likes havde siden 14 dage efter 1. august? 
Hvilke variable er der i denne situation? 
 
Eksempel 2 
Hos et taxaselskab er der et startgebyr på 60 kr. og en km-pris på 10 kr. 
Hvad koster en tur på 6 km? 
Hvad koster en tur på 11 km? 
Hvilke variable er der i denne situation? 
 
Eksempel 3 
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Ved starten af en slankekur vejer en person 86 kg. Personen taber sig 300 g om ugen. 
Hvad vejer personen efter 7 uger? 
Hvad vejer personen efter 13 uger? 
Hvilke variable er der i denne situation? 
 
I alle disse situationer er der to variable, og eleven skal formulere sig om sammenhængen 
mellem dem i naturligt sprog. Eleven havde generelt ingen problemer med dette. Efter at have 
arbejdet med disse og andre eksempler blev eleven ført videre til den næste fase i den 
empiriske abstraktion, nemlig identifikation af ligheder mellem eksemplerne. Det var 
umiddelbart klart for eleven, at der altid var tale om to variable, og at man kunne beregne den 
ene, hvis man kendte den anden. Dette var velkendt for hende. Hun blev nu gennem vejledning 
ledt til at formulere sætninger som ”prisen for taxaturen afhænger af antal km”. Sætninger af 
denne type kunne formuleres for alle eksemplerne og med udgangspunkt i disse ligheder blev 
hun introduceret til begreberne uafhængig variabel og afhængig variabel. Hun blev opfordret 
til at opskrive sammenhængene mellem disse som formler med naturligt sprog. Dette 
krævede først et par eksempler fra læreren, men herefter kunne hun fx skrive 𝑝𝑟𝑖𝑠 = 10 ∙
𝑎𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑘𝑚 + 60. Det helt afgørende skridt var nu at erstatte fx ”pris” og ”antal km” med 𝑦 og 𝑥. 
For hvert eksempel blev det vist, hvordan dette gav anledning til en kompakt måde at 
opskrive sammenhængen på. Det blev klart for eleven, at bogstaverne 𝑥 og 𝑦 repræsenterer 
variable: ”Er det bare det?”. Herefter blev den generelle definition af lineære sammenhænge 
𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 indført. Igen kunne vi tale om ligheder mellem eksemplerne: der er altid et 𝑎 og et 
𝑏, en hældning og en afskæring. Eleven kunne identificere disse parametre i de forskellige 
eksempler, fx 𝑎 = 10 og 𝑏 = 60 i eksemplet med taxaturen. Der blev talt om, hvordan 
hældningen angiver stigningen i y-værdi pr. x-enhed, og hvordan afskæringen i en vis 
forstand er startværdi. 
 
I den empiriske abstraktions tredje fase, reificering, skal eleven arbejde med det nye begreb i 
forskellige sammenhænge, og målet er, at begrebet bliver et mentalt objekt i sin egen ret. Som 
tidligere nævnt er det her vigtigt, at eksemplerne muliggør bibeholdelsen af koblingen mellem 
de empiriske og matematiske begreber. Eksemplerne i denne fase blev derfor valgt, så de 
stadig omhandlede velkendte fænomener fra elevens hverdag, som fx nedenstående: 
 
Hos et mobilselskab er sammenhængen mellem det månedlige antal samtaleminutter 𝑥 og den 
månedlige pris 𝑦 givet ved ligningen 𝑦 = 0,80𝑥 + 50. 
Hvad er den samlede månedlige pris, hvis man taler i 250 minutter? 
 
I denne opgave skal eleven bruge sin nyerhvervede erkendelse af 𝑥 og 𝑦 som repræsentanter 
for variable. Desuden kan opgaven give anledning til overvejelser over, hvad tallene 0,80 og 
250 fortæller om sammenhængen. Eleven skal bruge sin viden om hældning og afskæring til 
at udtale sig om dette. I arbejdet med sådanne eksempler var det stadig nødvendigt med 
vejledning fra læreren, men det blev gradvist lettere for eleven at løse dem på egen hånd. I 
denne fase var det også relevant at vise eleven specialtilfælde af lineære sammenhænge, fx 
som nedenstående: 
 
I brugsen koster bananer 2,50 kr. pr. stk. Hvis den samlede pris kaldes y, og antal bananer kaldes 
x, hvordan kan man så opskrive sammenhængen mellem x og y? 
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Her bliver eleven gjort opmærksom på, at ligningen 𝑦 = 2,50𝑥 også angiver en lineær 
sammenhæng, selvom ”der ikke er noget 𝑏”. 
 
I den empiriske abstraktions fjerde og sidste fase skal eleven anvende sin erhvervede viden til 
at løse nye og gamle problemer mere effektivt. Her var det interessant at vende tilbage til de 
eksempler, der blev brugt i den første fase. Fx talte vi igen om eksemplet med Facebook-siden. 
Med sin viden om hældning og afskæring kunne eleven nu løse problemet væsentlig hurtigere. 
Hun kunne ret hurtigt angive, at 𝑎 = 70 og 𝑏 = 20, og at sammenhængen derfor kunne 
opskrives som 𝑦 = 70𝑥 + 20, hvor 𝑦 er antal likes, og 𝑥 er antal dage efter 1. august. Den nye 
viden var et kraftfuldt redskab til løsningen af opgaven. Det var også relevant at udvide 
anvendelsen af de nye begreber til andre kontekster, herunder kontekster, som ikke var nær 
så velkendte for eleven, fx som i de to nedenstående opgaver: 
 
 
 
At eleven kunne løse disse opgaver var et vidnesbyrd om en øget forståelse for variable og 
sammenhænge, og de øvrige begreber der knytter sig hertil. Begreberne var blevet reificeret.  
Det er vores vurdering, at fremgangsmåden med empirisk abstraktion har givet eleven en 
væsentlig større forståelse for variable og sammenhænge. Med henvisning til 
punktopstillingen over elevens vanskeligheder i afsnittet ovenfor om diagnosticering er det 
rimeligt at sige, at punkterne 2)-4) i høj grad er blevet afhjulpet. Eleven har nu en forståelse 
af, hvad en sammenhæng er, og hvordan symbolerne 𝑥 og 𝑦 skal forstås. Hun har desuden fået 
modificeret sit begrebsbillede om ligninger og kan se dem som angivende en sammenhæng 
mellem to variable, dvs. hun kan læse en ligning i sin helhed. Gennem hele processen blev 
hendes opfattelse af ligninger ekspliciteret, og dermed blev hun opmærksom på problemerne 
med den måde, hun læste dem på. Hun har således fået dannet et mere hensigtsmæssigt 
begrebsbillede om ligninger. Dermed er punkt 1) også i et vist omfang afhjulpet, men der er 
stadig meget at tage fat på. I skrivende stund er der endnu ikke arbejdet systematisk med 
eksempelvis relationen mellem ligning og graf. Der er altså stadig nogle ”huller” i elevens 
begrebsbilleder om sammenhænge, som der skal arbejdes med i fremtiden. 
Case 2 - hjemmelavet instrumentel forståelse 
Vi bevæger os nu til case 2, som omhandler arbejdet med diagnosticering og intervention på 
HB-Gym i Kolding. En del af spørgsmålene i testen indikerer, hvad der kan være galt. For at få 
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et klarere billede af hvor eleven er gået galt i byen mht. arbejdet med matematik blev de to 
elever på HB-Gym (HTX) interviewet hver for sig.  Dette er hovedsagelig 
diagnosticeringsfasen, men interviewet får også præg af intervention, som det fremgår af 
efterfølgende uddrag.  
 
De to elever var oplyst om baggrunden for interviews: læreren var i gang med en 
efteruddannelse og havde brug for et par cases. Tina havde set, at de måske havde 
vanskeligheder med matematik, hvor interviewet skulle hjælpe med at få afklaret om det var 
korrekt - og i så tilfælde hvad det var de skulle have hjælp med, hvilket så efterfølgende ville 
blive tilbudt. Begge elever indvilgede i at bruge tid på dette efter skole. Den ene, HB1 lidt 
tøvende: vil helst ikke have at der er noget galt, på den anden side er det jo ikke smart ikke at 
få hjælp, hvis der er noget galt. Den anden, HB2 var ikke i tvivl, da han var fuldt ud 
opmærksom på, at der var flere ting han havde problemer med i matematik.  
 
Interviewet blev videofilmet med kameraret fokuserende på elevernes papir, for at signalere 
at det var matematikken på papiret (og deres tale) der var vigtig –ikke dem som personer. I 
efterbehandling af interviews var det meget nyttigt at have tilgang til, hvad det præcis var 
eleverne havde sagt, sammen med deres noter. Interview med HB2 strakte sig over mere end 
to timer, hvilket var mere end der desværre var hukommelse på kortet til kameraet til.  
Interviewet tog udgangspunkt i deres besvarelse af detektionstesten, de blev bedt om at 
uddybe deres svar af udvalgte spørgsmål. Der indgik både opgaver de havde svaret forkert og 
korrekt på, for at få et godt indblik i deres tilgang og forståelse af matematik.  
Elev HB2 
I det følgende gives transskriptionen af udvalgte dele af interviewet med eleven HB2 med 
tilføjelse af den efterfølgende diagnosticering. Projektet her havde udgangspunkt i ligninger, 
herunder variabler og ubekendte. Men det er tydeligt at eleven har andre problemer, som 
spærrer for arbejdet med variable, end forståelse for sammenhængen mellem ubekendte og 
anvendelse af symboler. Af etiske grunde vælges det at undersøge og arbejde videre med 
grundlæggende problemer som denne elev udviser, selv om det falder uden for den egentlige 
initiering for udvælgelse af denne elev. Dette er jo også essensen af matematikvejlederens 
rolle – at finde ud af hvad der reelt er på færde.  Der er tydeligvis også en snublesten 
vedrørende brøker. I nogle opgaver er elevens svar skrevet ind, andre steder er der billedklip 
fra videoen. 
 
 
Opgave 6 
 
E:  
𝑎
𝑏
∙
𝑏
𝑎
= 
𝑎𝑏
𝑏𝑎
     ”a gange b er ab og b gange a er ba”  
 
L: ”Hvad hvis jeg nu siger det kan forkortes… 
- sætte uden for parenteser?” 
Eleven tøver, tænker sig om men kommer ikke med input. 
 
L: ”Er der noget der kan forkortes med i tæller og nævner” 
E: ”Hørt nogle på klassen sige at det kan gå ud med hinanden (tegner cirkler om a og a) er det 
det du mener?” 
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L: ”Jo” …  
E: ”Og så giver det bare ikke noget… så er det bare nul” 
L: ”Hvis vi nu tog b divideret med b” 
E: ”Så er der ikke noget tilbage” 
L: ”Hvad hvis vi tager tre divideret med tre?” 
E: ”Så giver det et 
Åh, så vil det også sker der (peger på b i tæller og b i nævner) så vil det også bare give et. 
Nå så vil det bare blive ab 
𝑎
𝑏
∙
𝑏
𝑎
= 
𝑎𝑏
𝑏𝑎
= 𝑎𝑏    
eller vil det bare give et? …1 …(ændrer 
til 
1
1
) … det ved jeg ikke men jeg vil tro at 
ab er det rigtige svar – i hvert fald hvis 
jeg skulle bruge den metode” 
 
L: ”Hvordan kom du frem til at det er 
ab” 
E: ”Jo, for hvis de (peger på b i tæller og 
nævner) går ud med hinanden og der 
kun er en tilbage, så vil der være et b 
tilbage og så vil de gøre det samme 
(peger på a-erne) og så vil der kun være 
et a tilbage.” 
 
L: ”Hvad hvis der nu stod  
3∙7
7∙3
 i stedet?” 
E: ”Så vil jeg første gange det ud” 
3∙7
7∙3
=
21
21
 =1 
E: ”Det har jeg så også lige lært i dag, jeg så en af mine klassekammerater gøre det ” 
L: ”Giver det mening?”  
E: ”… Ja, for det er 21 delt med 21 
L: ”Hvis jeg skriver 
𝑎∙𝑏
𝑎∙𝑏
  i stedet er det det samme?” (peger op på det foregående) 
E: ”Ja for der er et skjult gangetegn” [Hensigten var at spørge indtil forståelse af den 
kommutative lov, men det blev den utilsigtede ændring i tilføjelse af gangetegn, der blev 
fokus] 
L: ”Hvis du nu skulle forkorte den?”  
E: ”Gætter mig til du vil have mig til at skrive 1. (der grines) 
 Men det giver ikke mening. Hvordan det kan give 1 når der er a og b. Det skal give et bogstav.” 
 
Det virker som om eleven ikke opfatter at bogstaver er pladsholder for tal. Det personlige 
begrebsbillede mht. brøk og forkortelse er også forkert bl.a. pga. brug af udtryk fra det dagligt 
talte sprog ”Går ud med hinanden” som eleven har hørt andre elever bruge.  Vores hypotese 
er, at eleven løser opgaven i det sproglige register ”a går ud med a” altså er nul. Ved division 
er det ikke korrekt, at de to bogstaver går ud med hinanden ( de kan reduceres til 1), men 
eleven har hørt andre elever bruge det udtryk, hvilket for ham er det samme som nul.  Det 
dagligt talte sprog giver her fejl, hvor han laver conversion fra symbolsprog til naturligt sprog. 
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Den sidste del hvor der først inddrages brøk med konkret tal kunne lægge op til, at eleven 
blev stillet i en kognitiv konflikt; men han har en klar regel om, at regning med bogstaver skal 
ende med bogstaver, så konflikten opstår ikke. Ved gennemgang af opgave 16 viser det sig, at 
eleven har lavet en del flere egne regler:  
 
L: ”Skriver at 
𝑎5
𝑎5
  er ingenting” 
E: ”Ja for det er det samme som at sige a fem gange. Så vil alle a’er gå ud med hinanden. Det vil 
så give nul.” 
L: ”Men hvis du nu ser på hvad du skrev før, hvor der står det samme: 21 over 21 så giver det 
1.”  
E: ”Ja så ved jeg ikke hvilken regel jeg skal bruge. Ved ikke om jeg skal bruge reglen med, at de 
går ud med hinanden (laver usynlig streger over hver faktor i tæller og nævner) – eller reglen 
at det er 1.  
Umiddelbart hvis jeg nu havde tænkt over det der - så skrevet 1 (peger på udgangspunkt); 
fordi det her så begynder jeg at regne på brøken. Så jeg kan godt se hvordan det kan blive 1.”
 
L: ”Kan du formulere de to regler der går mod hinanden?” 
E: ”Det giver jo en, det kan jeg godt se, men de to kan også gå ud med 
hinanden og så kan det også give nul.  
Men det tror jeg kun gælder når det er lange ting: 
 
men det vil ikke gælde for 1/1 for der vil den anden regel have første prioritet.” 
 
Eleven har klart et forkert begrebsbillede. Interventionen i sådanne tilfælde skal skabe 
situationer, hvor de modstridende begreber aktiveres på samme tid, således at der skabes en 
kognitiv konflikt hos eleven så han indser, at hans begrebsopfattelse ikke er korrekt.  Dette 
sker egentlig her, men eleven får afvist konflikten ved at angive en regel om, at det ikke 
gælder i denne situation, fordi det er en lang brøk. Vi opfatter, at eleven med en lang brøk 
mener en, der indeholder flere led.  
 
Eleven har et meget begrænset (og forkert) begrebsbillede af brøker, hvilket næste opgave 
også illustrerer.  
 
Opgave 28 
E: 
3
20
= 0,03 
L: ”Forklar hvordan du er kommet frem til det” 
E: ”Men hvis jeg må gøre som jeg plejer, så er det at dele de tre i tyve stykker. Kan ikke hvis 
det er 35 stykker, men når det er simpelt kan jeg godt. Så om til decimaltal – dum metode og 
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svært for mig, men så vil jeg tage de 100 stykker og dele med, og så er 15” [eleven ganger 3 
med 5]  
L: ”0,15?” 
E: ”Nej”  
L: ”Fornemmelse af hvor stort et tal det er – jeg får det til mindre end 1 men du får det til 15?” 
Eleven tøver. 
 
L: ”Jeg kan ikke forstå hvorfor du får det til så stort et tal” 
E: ”Nå, men jeg deler det op i stykker (forklarer beregning igen, hvorefter læreren vender 
tilbage til 3/20)” 
E: ”Kan godt se ½ og 7/10  også er mindre end en, men når jeg kommer op i de store brøker så 
bliver jeg forvirret.” 
L: ”Har det betydning om tæller eller nævner er størst?” 
E: ”Ja, men jeg kan ikke gå i detaljer om hvordan.” 
L: ”Du har her 3 der skal deles med 20 bliver det så større eller mindre end 1?” 
E: ”Kan godt se det giver et lille tal [er det for at gøre læreren tilfreds] fordi vi skal gøre det 20 
gange mindre, men har ikke en metode til at regne det på, end den jeg selv er kommet op 
med.” 
L: ”Har det betydning om der står 
3
20
 eller 3:20” 
E: ”Kan stadig ikke regne det, men dette er lettere for mig når det står på den sidste måde, så 
kan jeg se dele med 20.” 
 
Der forsøges videre med andre brøker. Eleven har helt klart ikke opnået internalisering af 
brøker. Han har ikke fornemmelse af hvor stort et tal 
3
20
 er; men der er en bedre forståelse 
hvis det opfattes som en proces, hvilket tilsyneladende kræver at det omskrives til 3:20.  
Eleven har således også problemer med forskellige repræsentationer af brøker. 
 
Opgave 54  
Eleven giver endnu et eksempel på egne regler og opfattelse af symboler. Nedskrevet samme 
dag - frit efter hukommelse da kameraets hukommelseskort var fyldt.  
 
E:  
𝑎(−1)
𝑏(−1)
 - jeg tænker at de to minusser kan samles foran til et STORT minus 
− 
𝑎
𝑏
   (tegner et langt minus foran) 
L: ”Er der forskel hvis jeg laver et lille minus?” (skriver det samme med et kort minus) 
E: ”Neeej, men det er jo to små minus der bliver til et minus. 
… 
men det er jo ikke det samme som:  
𝑎
−𝑏
” 
 
L: ”Hvad hvis jeg nu påstår at det også kan skrives som:”   
−𝑎
𝑏
 
E: ”Nej, det er helt skørt det er tre forskellige ting.” 
 
L: ”Ok, lad os prøve at indsætte tal 
−3
4
  
3
−4
  −
3
4
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E: ”De ser ikke ens ud” 
L: ”Kan du ændre det til decimaltal?” 
 
E: ” ja det er -3:4 det -75”  
L: -0.75 
E: ”Ja og den anden er også -0.75 … så det er det samme” 
 
Er ikke her sikker på, om eleven reelt er enig med mig om at det er minus 0,75 og ikke minus 
75 jf. opgave 28.  Det er dog ikke pointen her, men at eleven ved at foretage en conversion fra 
ét register til en andet indser, at de tre brøker repræsenterer det samme tal. 
 
Siden detektionstesten blev udført, har klassen arbejdet med førstegradsligninger. 
Undervisningen har taget udgangspunkt i ligevægtstilgangen, dog kun ved et mentalt og 
tegnet billede af en vægt. Det betyder, at eleven nu kan løse ligninger og også opfatter 4b=4+b 
som en ligning. Metoden med at udføre den samme operation på begge sider af lighedstegnet 
foregår nu som en naturlig proces. At der er tale om udenadslære, altså første trin i læring kan 
tolkes ud fra at proceduren ikke kan anvendes, når der indgår flere variable/ubekendte som 
ses senere i opgave 31. Der er også usikkerhed om løsningsmængden jf. besvarelse af  opgave 
35: 
 
Eleven indsætter 10 i ligningen for at undersøge om det er en løsning.  
L: ”Bemærkede du at det var den samme ligning som før?” 
E: ”Nej …usikker på om alle løsninger er fundet” 
L: ? 
E: ”Jamen i dag (havde løst 2.gradsligniner) der kunne der jo være to løsninger” 
L: ”Hvad kendetegnede ligninger i dag?” 
E: ”x var i anden” 
L: ”Er denne dette?” 
E: ”Nej” 
L: ”Det er en førstegradsligning…” 
E: ”Vil det sige at hvis opløftet i 3, så kan der være 3 løsninger?” 
 
Læreren får her ubevidst blandet intervention ind. Forsøgte generelt at være bevidst om at 
diagnosticeringsinterviewet ikke måtte udvikle sig til en læringssituation – hvilket er en 
udfordring.  
Næste opgave omhandler sammenhæng mellem variable. Det er en længere gennemgang, 
fordi læreren ikke i situationen gennemskuer elevens tankegang, herunder fejlopfattelse. 
 
Opgave 31 
E: ”Det er en professor seks gange er lig med en studerende” 
L: ”Hvem er der flest af?” 
E: ”Der er lige mange” 
L: ”Der er ansat 10 professor” 
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E: ”Så er det 10 gange p. Der er lighedstegn så er det 10 p lig 
med s. Ok – det er det samme på begge sider af 
lighedstegnet (peger frem og tilbage på p og s), så det må 
betyde at de to værdier er det samme. Så lige meget hvad så 
er p gang 6 det samme som s. (gentagelser) 
L: ”Rigtigt at lighedstegnet betyder at det er det samme på 
begge sider. Men hvis nu 10 professor hvad siger udtrykket 
så om antal studerende?” 
E: ”10 studerende”  
L: ”Hvordan kommet frem til” 
E: ”Jo, fordi hvis 10 professor her (skriver 10∙p) så skal også 
gange studerende med 10” 
L: ”Hvad skete der med 6?” 
E: ”Det kan jeg jo lige så godt skrive (skriver 6∙p = s∙6) ” 
L: ”Men hvad står p for?” 
E: ”Professor, det er ubekendt” 
L: ”Ja så når jeg har 10 professor – hvor skal det 10 tal så 
egentligt stå?” 
E: ”10p” (skriver det tæt sammen uden gangetegn) 
L: ”Nej p står for antal af professor- hvor mange vi har (…). 
Jeg vil gerne frem til at p er 10” 
E: ”Ja så står der 10 er lig med s – ved ikke hvad du vil frem 
til. 
(kører rundt i det samme igen)… 
ja hvor skal 10 være … (peger på 10p) 
L: ”Professor har vi 10 af ,så p er lig med  10” (skriver p=10 
peger på det oprindelig udtryk). 6 er 6  - i stedet for p skriver jeg…  
E: ”Så skriver du 6p … i stedet for p så 6” 
L: ”Nej for p er antal professor” 
E: ”Når (peger på p=10), så det er 60” 
… 
Så i den her ligning 6∙p = s (eleven lægger tryk på ordet ligning) så stod 
p´et for 10. Jeg tænkte at 6 er antal professorer så det skulle laves om til 
10” 
L: ”så passer dit oprindelige svar på spørgsmålet, at der er 6 professorer 
til en studerende?” 
E: ”Nej der er 6 gange så mange professorer som studenter” 
L: ”men hvis vi har 6 professorer så har vi 60 studerende...  I mit hoved 
der lyder dit svar som at der er flere studerende end professorer.” 
E: ”Nej for når jeg siger at der 6 gange så mange professorer så mener 
jeg de 6 gange p.” 
Læreren gentager sig selv. 
E: ”Når – ja” (får det rette) 
L: ”Det gav lidt problemer med 10 … hvad hvis der er 12 studerende, hvor mange professorer 
er der så?” 
Eleven indsætter korrekt. Laver en regnefejl men retter sig selv –”p=2 tror jeg.” 
L: ”Hvad får dig til at tvivle?” 
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E: ”Ikke vant til 
12
6
 men hvis jeg skriver det som 12:6 – jeg skal lige vænne mig til at det største 
tal er her (nævneren) og så er 6 gange 2 tolv .” 
 
Som skrevet så kunne læreren ikke forstå elevens problem i situationen, så dette er et 
eksempel på, at det er nyttigt at have en optagelse af interviewet. Det er tydeligt her, at eleven 
ikke opfatter bogstaver som pladsholder for et ukendt tal. Eleven læser her, som eleven fra 
case 1, venstre side som angivelse af antallet af professorer og ser det ikke som et udtryk, der 
beskriver sammenhængen mellem to variable. Eleven kan dermed ikke lave conversion 
mellem det sproglige og symbolske register.  
 
Diagnosticering efter gennemgang af test 
For HB2 er matematik en masse regler, der skal huskes –ikke alene skal der huskes en masse 
regler, der skal også huskes i hvilke specifikke situationer regler skal bruges. Skemps metafor 
for at finde rundt i byen på en instrumentel forståelse er meget betegnende her. Det fremstår i 
hvert fald som om, at det er den type undervisning, eleven har mødt i folkeskolen.  Samtidig 
med at han har fået lavet sine egne regler. Der er et begrænset og forkert begrebsbillede af 
brøker. Ligninger er ikke reificeret, eleven kan udføre processen ved ligningsløsning, men er i 
tvivl om løsningsmængden. Eleven har forstået, at x er pladsholder, men det gælder ikke 
bogstaver generelt, der indgår i et udtryk. Udtryk hvor variable indgår ses ikke som en helhed 
og det giver f.eks. problemer ved conversion fra symbolsprog til naturligt sprog.  
 
Opfølgende test på diagnosticering  
Ikke helt efter hensigten går der en del tid, inden der følges op med en mindre test, der har til 
formål at undersøge om diagnosticeringen er korrekt.  
I den mellemliggende periode udnyttes det, at Tina har eleven i egen klasse. I undervisningen 
er der ekstra fokus på at skifte klart mellem symbolske og sproglige registre og italesættelse 
af dette. Der bliver jævnligt eksemplificeret, hvorfor elevernes begrebsbillede mht. 
ligningsløsning ikke er holdbart. Som matematikvejledere vil det i en sådan situation være 
vigtigt, at der er en kontinuert dialog med læreren, der har eleven til daglig. 
Testen bliver således lige så meget en opfølgning på om fokus i klasseundervisningen har haft 
en virkning. Testen findes i bilag 2.   
 
Eleven får tid til selv at løse opgaverne for dernæst at forklare løsningen til læreren.  
Mht. spørgsmål 4 og 5 har eleven ikke opdaget, at det er den samme ligning, da han selv skal 
løse den. Da der spørges ind til det, svarer han, at det er underordnet om der står x eller s, da 
det bare er en pladsholder. Der ses her, at der ikke længere er problemer med konvertering af 
betegnelse for variable. Eleven ved dog ikke, om der er flere løsninger til ligningen end den, 
han har fundet. 
Eleven kan også udføre operationer (treatment jf. Duval) inden for det symbolske register. 
Ved at spørge ind til opgave 8 er eleven også i stand til at udføre conversion mellem to 
registre.  
 
Opgave 1, 6 og 9 tester, om der er blevet ryddet ud i de regler han har haft mht. reduktion og 
opfattelse af nul som et tal.  Hvis besvarelsen af de første to opgaver er korrekte er opgave 9, 
hvor der både indgår tal og bogstaver medtaget for at teste, om der blot er tale om 
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udenadslære. Besvarelsen ser umiddelbart fint ud på dette punkt, men dialogen viser noget 
andet:  
Elev til opgave 6 ”Ved ikke om går ud med hinanden og giver nul som i 9”  
L: ”Hvad vil det sige at det går ud med hinanden i opgave 9” 
E: ”b´erne går ud med hinanden, så det er nul fordi de forsvinder.” 
L: ”Det vil sige at der så kommer til at stå fem gange nul – hvad giver det? ” Forsøger her at 
skabe en kognitiv konflikt 
E: ”nul … er nu i tvivl” 
Ved brug af konkrete eksempler, herunder at brøken angiver en deling, finder eleven frem til 
at det ikke forsvinder og bliver til nul, men et.  
 
Der er altså to ting, der stadig gør sig gældende:  brug af det talte sprog passer ikke med det 
symbolske sprog, samt at nul ikke blev opfattet som et tal i processen. Det uheldige udtryk ”gå 
ud med hinanden” ved reduktion i tæller og nævner er stadig i brug. Et almindeligt eksempel 
på at elevens begrebsbillede dannet af præmatematisk forforståelse ikke stemmer med det 
matematiske begrebsbillede. 
 
Interventionen skal herefter have fokus på minus begrebet jf. problem med at hæve 
parenteser og få et bedre begrebsbillede for løsninger til ligninger. Eleven angiver derudover 
selv at han har problemer med at trække trecifrede tal fra hinanden: har aldrig fået lært 
metoden som er et eller andet med at skrive et 1 tal ovenover. Det virker her til, at der er 
problemer med talbegrebet. Eleven glemmer en aftale, så opfølgning på dette når ikke med i 
denne rapport. 
Intervention ud over klasseundervisningen 
Interventionen med parenteser foregår ved at eleven én for én får forskellige typer af 
reduktionsopgaver, hvor der indgår parenteser. De stilles én for én med stigende 
kompleksitet.  Eleven løser dem samtidig med, at han forklarer det til læreren. Dette for at få 
et klart billede af elevens tankegang og hvor problemerne præcis opstår. Mht. minus-parentes 
italesættes det, hvad det vil sige, at der fratrækkes noget, hvilket gav eleven en bedre 
begrebsforståelse – en relationel forståelse, så det ikke blot er en regel der skal huskes når der 
skal hæves en minus-parentes. Dette efterfølges med tilsvarende opgaver som eleven løser 
hjemme.  
 
Elevens begrebsforståelse af løsningsmængden til ligninger kan udvides ved at inddrage 
andre repræsentationer. For førstegradsligninger kunne det være oplagt at lave en conversion  
til en grafisk repræsentation og derved give et grafisk billede på, at der kun kan være én 
løsning.  Men da det på HB-Gym (fejlagtigt) er valgt, at geometri ikke er en del af kernestoffet 
på grundforløbet, fravælges dette her.   
 
I artiklen ”The Balance Model: Hindrance or Support for the Solving of Linear Equations with 
One Unknown”, (Vlassis, 2002)  gennemgås et studie af 8. klasse elever, der introduceres til 
løsning af førstegradsligninger ved brug af billedet af en vægt. Formålet er både at få eleverne 
til at bruge metoden med at udføre samme operation på begge sider af lighedstegnet og 
opfatte lighedstegnet som et ligevægtssymbol. Konklusionen er, at det overordnet giver 
eleverne et godt mentalt billede, de senere kan fremkalde, når de ser en ligning og kan 
anvende den formelle metode. Den kan dog ikke håndtere negative tal, og det kræver 
forståelse af den ubekendte som pladsholder for tal.  Denne tilgang svarer overordnet til den, 
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der har været anvendt i klassen og som har givet eleven HB2 en sikker tilgang til løsning af 
ligninger.   
I et forsøg på at skabe et tilsvarende billede af, at når der er fundet én løsning til en 
førstegradsligning så er samtlige løsninger fundet, blev det valgt at skrive ligningen på Post-it, 
hvor hvert led var skrevet på hver for sig.  Dermed er det også lettere at håndtere negative tal. 
Linje for linje blev der udført den samme operation på begge side af lighedstegnet ved at 
indføre flere Post-it. Tanken hermed er, at det er tydeligt, at det er den samme ligning hele 
vejen ned. Når den sidste række viser løsningen skal det så stå klart, at dette er den samme 
som den oprindelig ligning, og dermed må de have samme løsningsmængde (foto er desværre 
forsvundet i cyberspace). Elevens umiddelbare respons var, at det gav god mening. Det har 
efterfølgende ikke været muligt at teste, om det reelt har skabt en bedre begrebsforståelse. 
 
Interventionen er ikke færdig. Der skal arbejdes mere med brøker og talforståelse. Der er dog 
ingen tvivl om, at en del snublesten er fjernet. Eleven har valgt at blive på htx i en 
studieretning med matematik på A-niveau, selvom han undervejs var på et par dages besøg på 
IB med henblik på at starte der efter grundforløbet. I en matematikprøve først i december 
måned opnåede eleven et resultat, der var højere end klassens gennemsnit. Eleven udtalte 
desuden i en anden sammenhæng, at han nu ikke bare løser opgaver i matematik, men 
forsøger at forstå, hvad det er han gør. Eleven har her selv italesat, at han er gået fra en 
instrumentel til en relationel tilgang. 
 
Case 3 - Effekten af empirisk abstraktion i klasseundervisning 
En kort karakteristik af klassen 
I denne sidste case har vi arbejdet med en hel klasse på Aarhus Statsgymnasium. I en 
studieretning med Musik og Engelsk på A-niveau og Matematik på B-niveau har vi undersøgt 
aspekter ved elevernes variabelforståelse gennem et forløb med to lineære ligninger med to 
ubekendte. Det er en engageret forholdsvis lille klasse med kun 25 elever. Klassen har god 
arbejdsro og er matematisk set en forholdsvis homogen klasse, hvis 
matematikforudsætninger minder om alle andre 1. g. elever på Aarhus Statsgymnasium. Det 
sidste kom til udtryk, da klassen blev indgangsscreenet i matematik umiddelbart efter de 
begyndte på gymnasiet. Nedenfor ses to boksplot, som repræsenterer denne screening.  
 
Det nederste boksplot (plot a) repræsenterer 14a, mens det øverste boksplot (plot b) 
repræsenterer hele årgangen. Det ses, at spredningen er nogenlunde den samme for de to 
grupper, men at 14a ikke har en lang hale af svagere elever.  
Elevernes mere følelsesmæssige forhold til matematikundervisning blev evalueret vha. 
Michael Falk Hansens tilpasning af Lewis Aikens test om holdning til matematik.  Vi har 
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nedenfor udvalgt nogle repræsentative spørgsmål og viser boksplot over elevernes svar. 
Denne klasses holdning til matematikundervisning adskiller sig ikke væsentligt fra andre 1. g. 
klasser.   
Spørgsmål 0.05: Stærkt uenig; 0.25: Uenig; 0.5: Hverken enig eller uenig; 0.75: Enig; 1.00: Stærkt enig 
Jeg synes, at matematik er 
meget spændende og 
nyder at have faget. 
 
Jeg har en god følelse i 
forhold til matematik. 
 
Jeg har altid været glad for 
at have matematik i skolen. 
 
Jeg kan ikke tænke klart, 
når jeg laver matematik. 
 
Jeg føler mig usikker, når 
jeg forsøger at lave 
matematik. 
 
 
Værdiskalaen for disse boksplot repræsenterer, hvor enig/uenig eleverne er i udsagnene til 
venstre. Skalaen skal forstås således, at 0.05 svarer til Stærkt uenig, 0.25 til Uenig, 0.5 til 
Hverken enig eller uenig,  0.75 til Enig og 1.0 til Stærkt enig. Jo større værdien er, desto mere 
enig er eleverne i de pågældende udsagn. En lignede undersøgelse blev foretaget blandt andre 
elever på skolen og resultatet blev, at 14a både holdningsmæssigt og fagligt er meget 
parallelle med andre 1.g. klasser på Aarhus Statsgymnasium.  
 
Diagnosticering 
Der var et problem med ligningsløsning 
I forbindelse med undervisningen var det blevet observeret, at klassen generelt havde svært 
ved løsning af lineære ligninger med en ubekendt. Eleverne havde på dette tidspunkt været 
igennem forløb med løsning af lineære ligninger og lineære funktioner. Selv om udtrykket f(x) 
var blevet introduceret for eleverne, spillede grafen som repræsentation for de lineære 
funktioner en væsentlig rolle i undervisningen. Eleverne havde således primært arbejdet med 
variabelsammenhænge af typen 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏. Læreren havde en fornemmelse af, at en af 
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grundene til deres problemer med ligningsløsning kunne være deres opfattelse af 
lighedstegnet. Som Eugenio Filloy og Teresa Rojano (Eugenio Filloy, 1989) samt Robert B 
(Davis, 1975) pointerer for ligninger med én ubekendt, så er lighedstegnet i udtrykket 𝑦 =
𝑎𝑥 + 𝑏, et ”udtrykket 𝑎𝑥 + 𝑏 tilskrives variablen y”, mens det samme tegn under 
manipulationen af lineære ligninger oftest udtrykker en symmetri mellem to udtryk. For at 
undersøge om elevernes vanskeligheder med ligningsløsning faktisk skyldes deres svagere 
forståelse for symmetri-lighedstegnet, blev der foretaget tre små gruppe-interviews med 
elever. I disse interviews fortalte eleverne bl.a. om forskellen på ligningen 2x+y=2 og y=-2x+2 
samt om forholdet mellem de to udtryk og grafen for funktionen f(x)=-2x+2. Det blev her 
tydeligt, at de havde lettest ved at forholde sig til lighedstegnet som en tilskrivningsoperator.  
 
I forbindelse med undervisningen i simple matematiske modeller havde klassen set, hvordan 
en variabel kunne repræsentere en del af det, modellen ønskede at beskrive. De havde dog 
udelukkende arbejdet med modeller af typen 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 og derfor kun set en italesættelse af 
variable og parametre for matematiske udtryk af denne type. Elevernes evne til at oversætte 
en situation til en matematisk ligning (eller en ligning til en situation) var således begrænset 
til ligninger, der indeholdt et tilskrivnings-lighedstegn. For at undersøge elevernes evne til at 
beskrive situationer, der indeholdt relationer mellem forskellige størrelser, til matematiske 
udtryk, fik de en prøve, der netop fokuserede på denne kompetence. Prøven viste tydeligt, og 
måske ikke overraskende, at eleverne havde svært ved dette. Det blev derudover også klart i 
forbindelse med de tidligere omtalte gruppeinterviews, at eleverne havde vanskeligt ved at 
oversætte situationer til matematiske udtryk hvor et symmetrilighedstegn indgik.   
 
Intervention 
To ligninger med to ubekendte 
For at kunne arbejde med to lineære ligninger med to ubekendte kræves en forståelse for, hvad 
en lineær ligning er, hvordan et udtryk reduceres, hvad en variabel er, metoder til løsning af 
lineære ligninger med én ubekendt og meget mere. Man kunne tro, at eleverne gennem 
kendskabet til såvel ligningsløsning som variabelsammenhænge af typen 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏, havde et 
forhåndskendskab til ligninger med to ubekendte, men det var ikke umiddelbart tilfældet. To 
lineære ligninger med to ubekendte er ikke bare to ligninger af typen 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏. Det at forstå 
hvad to ligninger med to ubekendte er og den algebraiske løsningsmetode kræver, at man kan 
arbejde med en symmetriforståelse af lighedstegnet - en forståelse som også er nødvendig for 
løsning af en ligning med en ubekendt. Det virkede derfor muligt at træne eleverne i 
ligningsløsning gennem et forløb med to lineære ligninger med to ubekendte.  
 
Ønsket var ikke blot at undersøge elevernes læring i forbindelse med en rent algebraisk 
løsning af to ligninger med to ubekendte, men også deres evne til at skifte mellem et sprogligt 
og et algebraisk register i forbindelse med løsning af forskellige situationer. Eleverne var før 
forløbet startede trænet i at skifte mellem et sprogligt og et algebraisk register i forbindelse 
med løsning af såvel en ligning med en ubekendt som i forbindelse med sproglige beskrivelser 
af lineære matematiske modeller. De havde på det tidspunkt foretaget conversion mellem 
udtryk som når man kører i taxa, skal man betale et start gebyr på 24 kr. og derudover koster 
hver kørt km. 14 kr. til 𝑦 = 14𝑥 + 24, og forstod at y stod for totalprisen og x for antallet af 
kørte km. Derudover havde de arbejdet med lineær regression og havde foretaget conversion 
mellem sprogligt formulerede problemstillinger og udtryk af typen 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 mange gange. I 
forbindelse med disse opgaver skulle eleverne ofte tolke deres algebraiske udtryk sprogligt. 
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De havde således en god forståelse for, at en variabel i en model kunne repræsentere noget 
konkret og de var trænet i conversion mellem udtryk, hvor lighedstegnet kunne tolkes som en 
tilskrivelses-operator. Disse forudsætninger kan illustreres således: 
 
 
 
 
 
Det at løse problemer som I kantinen koster to chokoladeboller og en Cola 26 kr., mens tre 
chokoladeboller og to Colaer koster 45. Der er ikke rabat på nogen af delene. Hvad er prisen på 
en chokoladebolle? indebærer en conversion til ligninger af typen 2𝑥 + 1𝑦 = 26 og 3𝑥 + 2𝑦 =
45, hvor lighedstegnet ikke længere er en simpel tilskrivning. Det var første gang, at eleverne 
oplevede denne type af udtryk som målet for et registerskift. Chokoladebolle-problemet 
kræver for det første et skift fra et sprogligt til et algebraisk register, for det andet evnen til at 
foretage treatment i det algebraiske register og endelig et registerskift tilbage til det sproglige 
for at fortælle (og tolke), hvad en chokoladebolle i kantinen koster. Denne proces kan 
illustreres som 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Det at løse problemet i det algebraiske register kan ses som en proces, som ender med at 
lighedstegnet har ændret karakter til en variabel-tilskrivning. 
Tolkningen af et udtryk, der indeholder et tilskrivnings-lighedstegn til et sproglige register, 
var det letteste for eleverne. Dette er ikke underligt, da dette skift er identisk med de typer af 
conversion de tidligere havde trænet. Det første skift var derimod vanskeligt og nyt.  
Empirisk abstraktion og undervisning i to ligninger med to ubekendte 
Med udgangspunkt i Michael Mitchelmore og Paul Whites artikel (Mitchelmore & White, 
2004) blev der planlagt et forløb i løsning af to ligninger med to ubekendte. Ifølge artiklen er 
alle fundamentale matematiske begreber lært gennem det som Mitchelmore og White kalder 
empirisk abstraktion. For at undersøge hvordan undervisning baseret på empirisk abstraktion 
forholdt sig til mere traditionel undervisning, designede vi et forløb, hvor ca. halvdelen af 
eleverne blev undervist traditionelt, mens den anden halvdel fik undervisning, som i høj grad 
var baseret på empirisk abstraktion.  
Gruppeinddeling  
Det var afgørende for forsøget, at eleverne i de to grupper inden forløbets start havde 
nogenlunde de samme matematiske forudsætninger for at arbejde med to ligninger med to 
ubekendte. Vi vurderede, at de primære kompetencer for dette forløb var 
konventionsforståelse, operationsforståelse, forståelse for lignings- og variabel-begrebet, 
variabelsammenhænge, ligningsløsning, proportionalitet i en elementær 
En sproglig 
situation 
en algebraisk ligning med  
et tilskrivnings-lighedstegn 
(en matematisk model) 
En sproglig 
tolkning 
En sproglig 
situation 
To algebraiske ligninger med  
ikke tilskrivnings-lighedstegn 
Algebraisk treatment der konverterer udtrykket til at 
indeholde et tilskrivnings-lighedstegn 
En sproglig 
tolkning 
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modelleringssammenhæng, meningsindholdet i algebraiske relationer samt symbol- og 
formalismekompetence. Alle elever blev derfor testet med Detektionstest 1 og gruppeinddelt 
således, at deres resultater, i de opgaver der var relevante for ovenstående kompetencer, var 
ligeligt fordelt mellem de to grupper (se Bilag 1). Den gruppe, som efterfølgende skulle følge 
et forløb baseret på empirisk abstraktion, vil vi referere til som Gruppe EA. Denne bestod af 
13 elever fordelt på 6 drenge og 7 piger. Den anden gruppe, dem som i forløbet ville blive 
undervist mere traditionelt, vil vi referere til som Gruppe TG. Denne gruppe bestod af 11 
elever fordelt på 8 drenge og 3 piger. Nedenfor ses et boksplot af de to gruppers resultater 
inden for de udvalgte spørgsmål. 
 
Det nederste boksplot repræsenterer TG-gruppens resultater og det øverste EA-gruppens 
resultater. Den skæve kønsfordeling mellem de to grupper vurderede vi ikke som relevant i 
denne sammenhæng.  
Undervisningen i forløbet 
Den undervisningsstruktur, som Mitchelmore og White anbefaler, bygger på følgende fire 
faser: 
 Undersøg en mængde fænomener, hvor det fælles for disse fænomener er det nye 
matematiske begreb 
 Identificer det fælles matematiske begreb 
 Skab færdighed i at kunne arbejde med det nye begreb 
 Brug det nye begreb på nye problemer 
Forløbet fandt sted i november måned over en periode på to uger med i alt 8 timers 
undervisning. Undervisningen var delt i tre faser. For TG-gruppen så faserne således ud: 
 
1. Undervisning i metoden til løsning af to ligninger med to ubekendte 
2. Undervisning i conversion fra et sprogligt baseret register til et algebraisk register 
hvori de kunne løse to ligninger med to ubekendte 
3. Undervisning i en CAS baseret metode til løsning af to ligninger med to ubekendte 
(vha. en grafisk metode)  
For EA-gruppen, hvor Mitchelmore og Whites anbefalinger blev fulgt, så faserne således ud: 
 
1. Kamp med problemer i et sprogligt register, der havde relevans for to ligninger med to 
ubekendte 
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2. Kamp med løsning af to ligninger med to ubekendte i et algebraisk register (dette var 
forbavsende let for de fleste elever, men det er måske heller ikke så forskelligt fra 
løsningen af en ligning med en ubekendt) 
3. Undervisning i en CAS baseret metode til løsning af to ligninger med to ubekendte (vha. 
en grafisk metode)  
Efter hver lektion blev eleverne bedt om at evaluere deres egen læring ved at besvare 
følgende tre spørgsmål: Hvad var mest frustrerende i dag?, Hvad synes du, var det fagligt 
sværeste i dag?, Hvad lærte du i dag?  
Efter selve undervisningsforløbet blev eleverne testet i deres opnåede færdigheder og bedt 
om at beskrive, hvordan man løser to ligninger med to ubekendte.  
Det var vigtigt for undersøgelsen, at undervisningstiden, og den tid læreren var tilgængelig, 
var den samme for hver gruppe. 
Undervisning i TG-Gruppen 
TG-gruppen blev undervist med det vi ovenfor har kaldt traditionel undervisning. Det bestod 
af en introduktion til forskellige måder at løse to ligninger med to ubekendte på i et algebraisk 
register. Først blev substitutionsmetoden for løsning af to ligninger med to ubekendte 
illustreret med et eksempel på løsning af ligningssættet 3𝑥 + 4𝑦 = 35 ∧  4𝑥 + 2𝑦 = 20 efterfugt af 
en række øvelser, hvor eleverne i pargrupper trænede denne løsningsmetode. Derefter blev 
lige store koefficienters metode introduceret med udgangspunkt i det samme ligningssæt, og 
eleverne skulle efterfølgende igen i pargrupper løse en række opgaver baseret på denne 
metode. Efter denne introduktion til løsningsmetoder i et algebraisk register, blev eleverne 
stillet over for en række situationer, hvor de skulle løse opgaver med udgangspunkt i et 
sprogligt register. Disse opgaver var af typen: 
 
I kantinen koster to chokoladeboller og en Cola 26 kr. mens tre chokoladeboller og to Colaer 
koster 45. Der er ikke rabat på nogen af delene.  
 Hvad er prisen på en chokoladebolle? 
 Hvad er prisen på en Cola? 
I den efterfølgende fase lærte eleverne at indtegne hver ligning i programmet Geogebra og 
tolke skæringspunktet som løsningen af de to ligninger med to ubekendte. Geogebra kan selv 
oversætte hver af ligningerne til en linje i et koordinatsystem, så selve omformningen af 
ligningerne til de matematiske udtryk for en linje som eleverne var bekendt med, 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏, 
var ikke et problem.  
 
Undervisningen forløb uden uforudsete problemer eller frustrationer for eleverne. Helt som 
forventet var der efter første lektion nogle elever i gruppen, som havde svært ved at fange 
substitutionsmetoden, og selve mødet med to ligninger med to ubekendte var nyt. De mest 
negative svar, på hvad der var mest frustrerende, var efter første lektion: 
 
 To ligninger med to ubekendte, fordi jeg ikke vidste, hvordan jeg skulle gøre 
 Jeg syntes det var svært at fange metoden, det var meget frustrerende! 
 Det mest frustrerende i dag var at finde både x og y i 2 forskellige stykker og sætte dem 
sammen  
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Efter anden lektion havde mange af eleverne forstået, hvad to ligninger med to ubekendte var 
og havde fået styr på substitutionsmetoden. Nogle var glade for at lære lige store koefficienters 
metode og syntes, at denne var lettere. Dette skyldes nok primært, at substitutionsmetoden 
kræver en erfaring med division i alle led i en ligning, mens lige store koefficienters metode 
først og fremmest kræver, at man kan gange med det samme i alle led (for mange elever er 
division væsentligt vanskeligere end multiplikation). De typiske svar på ovenstående 
spørgsmål var efter anden lektion: 
 
 Jeg lærte at lave en ligning med 2 ubekendte, men den sidste metode er klart nemmest 
og bedst. 
 Den nye metode vi lærte var med til at få mig til at forstå det meget bedre 
 Der var ikke noget frustrerende ved i dag 
Da eleverne først forstod, hvordan de skulle løse to ligninger med to ubekendte, var en 
introduktion til sproglige opgaver, som skulle tolkes som matematiske ligninger og 
efterfølgende løses, ikke noget som frustrerede eleverne. Ligeledes var tredje fase med CAS 
beregningerne heller ikke frustrerende. Eleverne udtrykte tværtimod, at det var meget lettere 
at løse opgaverne ved at finde skæringspunktet mellem to linjer. Det at løse to ligninger med 
to ubekendte ved at finde skæringspunkter mellem to linjer fordrer, at eleverne kan se den 
rette linje som en repræsentation for en ligning med to ubekendte. Dette skift mellem en 
grafisk repræsentation og en regneforskrift beskrives af Duval (2006) som ikke-trivielt. Det at 
eleverne fandt det lettere at løse ligningerne, når de brugte den grafiske metode, tyder på, at 
dette registerspring voldte mindre udfordringer end det at løse ligningerne algebraisk. 
Undervisning i EA-Gruppen 
Denne gruppe blev uden advarsel stillet overfor følgende tre sproglige problemstillinger, som 
skulle løses: 
 
1. I kantinen koster to chokoladeboller og en Cola 26 kr. mens tre chokoladeboller og to 
Colaer koster 45. Der er ikke rabat på nogen af delene.  
a. Hvad er prisen på en chokoladebolle? 
b. Hvad er prisen på en Cola? 
2. På en skole skal de samle ind til et projekt i Horsens. Det bliver aftalt, at alle drengene i 
skolen skal give det samme beløb og alle pigerne skal ligeledes give det samme beløb 
(men det behøver ikke være det samme beløb, som drengene giver). I en klasse er det 14 
drenge og 13 piger og de samler 296 kr. ind. I en anden klasse, hvor der er 20 piger og 5 
drenge, samler de 290 kr. ind. 
a. Hvor mange penge giver hver dreng? 
b. Hvor mange penge giver hver pige? 
3. Du finder dine gamle legoklodser frem, og lægger alle 2x2 og 3x2 klodser i to bunker. Nu 
vejer du begge bunker og tæller antallet af klodser i hver af bunkerne: En bunke med 75 
små klodser og 135 store klodser vejer 2775 g; En bunke med 57 små klodser og 96 store 
klodser vejer 2010 g. 
a. Hvad vejer en lille klods? 
b. Hvad vejer en stor klods?  
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Frustrationen fik lov at arbejde i hele den første lektion (ca. 90 minutter), hvilket klart blev 
reflekteret i besvarelserne af spørgsmålet: Hvad var mest frustrerende i dag? Nedenstående 
svar var typiske for denne gruppe: 
 
 At vi ikke havde regler at gå ud fra, at det var rent gætværk 
 Det mest frustrerende var også denne del (chokoladebolledelen) fordi at jeg på ingen 
måde vidste hvad jeg skulle gøre. Jeg kunne godt se, at det var noget med at sætte de to 
ligninger op i forhold til hinanden, men hvordan det skulle gøres, var svært at finde ud 
af. 
 At finde ud af hvad en cola kostede og hvad en chokoladebolle kostede når man kun fik 
den samlede pris at vide. 
Frustrationsperioden var et vigtigt element i forløbet for denne gruppe. Som Robert B. Davis 
skriver, er det tvivlsomt, om man kan lære matematik gennem en gradvis udvikling - der skal 
jordskælv til. Davis argumenterer for, at man skal lade eleverne få chokket over det 
uoverskuelige matematiske problem og så bagefter hjælpe dem langsomt med at forstå, 
hvordan det løses. Men det er vigtigt, at frustrationsperioden ikke bliver for lang og for 
dominerende (se bade (Davis, 1975) og (Mitchelmore & White, 2004)).  De kan ikke selv finde 
løsningen (could not ”discover” the procedure , se (Davis, 1975)) og må ledes. Frustrationerne, 
som eleverne giver udtryk for ovenfor, svarer til de frustrationer, som Davis observerede: 
eleverne vil hellere have at vide, hvad de skal, og hvordan de skal gøre det (tell us what to do, 
and tell us how to do it. If you don’t, you are not playing the game.), end selv at kæmpe sig 
igennem. Citatet fra Davis refererer til et brud på den didaktiske kontrakt mellem elever og 
lærer, men dette brud virkede det ikke til, at eleverne oplevede. Ledelse fra lærerens side blev 
påbegyndt i frustrationsfasens sidste del med små hints. I forbindelse med opgaven om 
chokoladeboller blev eleverne spurgt, om de sprogligt kunne fortælle, hvad et antal 
chokoladeboller kostede. De talte frem og tilbage om det og fandt på forskellig måde ud af, at 
de kunne forklare det på to måder. De skulle efterfølgende ofte have et hint til at 
repræsentere prisen for en chokoladebolle som x, men så kørte det også for dem. Dette 
reflekteres i deres svar, da de evaluerede deres egen læring i denne fase: 
 
 METODEN :D Vi fik et hint, og fattede det så 
 Jeg var på nippet til at forstå systemet 
 At jeg var så tæt på at have det rigtige resultat! 
 At man kan lave ligningerne om til den rette linjes ligning, sætte dem i 
koordinatsystem og ved skæringspunktet finder man x og y's værdier= svaret!! langt 
om længe :D 
I det første svar er METODEN (med store bogstaver) knyttet til de hints de fik. Det er derfor 
sandsynligt, at der her ikke udtrykkes en glæde ( :D ) ved en instrumentel forståelse, men 
snarere at de har lært at se på de sproglige opgaver på en bestemt måde. Det sidste svar 
skyldes, at eleven var kommet igennem ved at oversætte de sproglige situationer til grafiske 
repræsentationer og derigennem nået frem til en løsning. Men for nogle var det stadig meget 
vanskeligt, og de kom ikke rigtigt ud over frustrationsperioden. På spørgsmålet, om hvad der 
var mest frustrerende, skrev nogle: 
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 At prøve og prøve uden at komme tættere på resultatet 
 At skulle prøve at finde en løsning selv 
En elev skrev efter denne periode, at det mest frustrerende var: at det bare ikke gav mening, 
som i foregående spørgsmål. Baggrunden for dette svar må være, at eleven har følt, at han har 
kunnet løse opgaven med chokoladebollerne, men han har ikke grebet indsigten. Han havde 
set et eksempel og var kommet igennem til en løsning, men har ikke kunnet generalisere sin 
erfaring. Han har måske opnået en instrumentel forståelse, men har ikke nået frem til at 
udnytte mere generelle metoder til at løse nye specifikke opgaver. Han har således ikke 
opnået en relationel forståelse for problemet (Skemp R. R., 1976).  
 
I den efterfølgende fase, hvor eleverne havde fået opstillet deres ligninger, var det 
forbavsende let for dem at finde en løsning på disse ligninger. Det skyldes nok, at de allerede 
med det hint de havde fået, havde fået skrevet ligningerne op på en sådan form, at den 
variable, som f.eks. repræsenterede prisen for en chokoladebolle, stod på den ene side af 
lighedstegnet i begge ligninger. Ligningerne var derfor skrevet med lighedstegn, som 
repræsenterede en tilskrivning, og dette lighedstegn havde eleverne forholdsvis stor erfaring 
med i forbindelse med matematiske modeller og tolkning af disse.     
Evaluering 
Efterbehandling og evaluering af forløbet 
Eleverne skulle efter det egentlige undervisningsforløbs afslutning svare skriftligt på 
spørgsmålet: Hvad gjorde vi for at løse problemerne? Eleverne fra TG-gruppens svar var 
hovedsageligt knyttet til, hvordan man med matematiske manipulationer kunne få løst de to 
ligninger med to ubekendte. EA-gruppens elever knyttede derimod an til de små historier, der 
var knyttet til opgaverne. Der var dog forbavsende små forskelle i de to gruppers svar. De 
fleste elever lagde vægten på, hvordan de ved substitutionsmetoden kunne løse 
ligningssystemerne.  
 
Eleverne blev efter forløbet også testet i såvel spring mellem forskellige 
repræsentationsformer som løsning af to ligninger med to ubekendte. Den første prøve 
forsøgte at afdække ligheder og forskelle i de to gruppers evne til koblingen mellem en graf og 
en tekst, mellem en graf og ligninger og mellem en tekst og tilsvarende ligninger. Nedenfor ses 
elevernes resultater for prøven i skift mellem forskellige repræsentationsformer: 
 
 
Det øverste boksplot repræsenterer resultaterne for eleverne i EA-gruppen og det nederste 
eleverne i TG-gruppen. Her er der en markant forskel mellem de to grupper. Specielt i den 
dårligere ende. De 25% dårligste elever i EA-gruppen er bedre end de 50% dårligste af 
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eleverne i TG-gruppen. Derimod var der ikke speciel forskel på resultaterne for de bedste 
25% af eleverne.  Det kunne tyde på, at undervisningsforløbet baseret på empirisk 
abstraktion havde styrket de svageste elevers evne til at springe mellem forskellige 
repræsentationsformer. I en anden prøve blev eleverne stillet opgaver i både rent algebraisk 
at løse to ligninger med to ubekendte og i at løse sproglige situationer som indebar løsningen 
af to ligninger med to ubekendte. For at sikre, at evnen til at løse lineære ligninger med en 
ubekendt ikke var den afgørende faktor for prøvens øvrige resultater, indeholdt prøven også 
sådanne opgaver. Nedenfor ses resultaterne fra prøven: 
 
 
 
 
 
 
 
I figurteksten ovenfor henviser ordet tekst til opgaver, der begynder med en sprogligt 
formuleret situation, som derefter skal oversættes til et sæt af ligninger (der skal løses), og 
ordet ligninger henviser til opgaver, der begynder med et sæt af ligninger, som skal løses.  
Hvis vi først fokuserer på resultaterne for de to grupper i spørgsmålene, der indeholder 
løsningen af lineære ligninger med en ubekendt (boksplot a og e ovenfor), ser vi, at der ikke er 
væsentlig forskel på de to grupper, og at den forskel som dog findes, faktisk tyder på, at TG-
gruppen er lidt bedre til løsning af simplere ligninger. Det er måske heller ikke så underligt, 
for deres undervisningsforløb var i høj grad baseret på at benytte løsningsmetoder, der har et 
stort overlap med de løsningsmetoder, man benytter til løsning af denne slags ligninger. 
Flytter vi fokus til resultaterne for opgaver med to ligninger med to ubekendte (boksplot b og f 
ovenfor), er situationen en ganske anden. Det gælder både, hvis vi fokuserer på de spørgsmål, 
der havde at gøre med en algebraisk løsning af to ligninger med to ubekendte (boksplot d og h 
ovenfor) og på de spørgsmål, der ud over den algebraiske behandling af ligningerne også 
a.) TG-gruppens elevers resultater for opgaver i lineære ligninger med en ubekendt 
b.) TG -gruppens elevers resultater for opgaver med to ligninger med to ubekendte (både tekst og ligninger) 
c.) TG -gruppens elevers resultater for opgaver med to ligninger med to ubekendte (kun tekst) 
d.) TG-gruppens elevers resultater for opgaver med to ligninger med to ubekendte (kun ligninger) 
e.) EA-gruppens elevers resultater for opgaver i lineære ligninger med en ubekendt 
f.) EA-gruppens elevers resultater på for opgaver med ligninger med to ubekendte (både tekst og ligninger) 
g.) EA-gruppens elevers resultater for opgaver med to ligninger med to ubekendte (kun tekst) 
h.) ea-gruppens elevers resultater for opgaver med to ligninger med to ubekendte (kun ligninger) 
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indbefattede conversion mellem en sproglig situation og de matematiske ligninger (boksplot c 
og g ovenfor). Specielt er det interessant, at spredningen er meget større for eleverne i TG-
gruppen for denne sidste type af spørgsmål. For de spørgsmål der kun indeholdt opgaver i en 
algebraisk løsning af to ligninger med to ubekendte, er EA-gruppens elever markant bedre end 
TG-gruppens. Her er de 25% dårligste i EA-gruppen ikke dårligere end de 75% dårligste i TG-
gruppen. Det er ikke mindst overraskende, fordi der ingen forskel var mellem gruppernes 
forståelse for ligninger med en ubekendt. Det er altså ikke evnen til algebraisk manipulation, 
der er afgørende for problemerne i TG-gruppen, men derimod at disse opgaver har to 
ligninger med to ubekendte. EA-gruppen er også for spørgsmålene, der kun indeholder 
opgaver af tekst-til-ligning-til-løsning, markant bedre end TG-gruppen for den svagere del af 
eleverne. Her er de 50% dårligste i EA-gruppen bedre end de 75% dårligste i TG-gruppen. Lidt 
overraskende er det imidlertid, at de 25% bedste i EA-gruppen ikke er markant bedre end de 
25% bedste i TG-gruppen.  
 
Det er oplagt, at antallet af elever i denne undersøgelse er for begrænset til at kunne drage 
nogen særlig sikker konklusion, men resultaterne tyder på, at de svagere elever blev hævet 
meget og de stærkere elever noget ved undervisning baseret på empirisk abstraktion. Men en 
afsluttende prøve afdækker ikke alle aspekter af undervisningen. Det kunne let tænkes, at EA-
gruppens elever havde fået en dybere erfaring med to ligninger med to ubekendte som en 
repræsentation af en variabelsammenhæng. De har sikkert også opnået en vis erfaring 
gennem frustrationsprocessen med situationer, hvor de skal løse problemer, men ikke aner 
hvordan (det Robert B. Davis kalder What to do when you don’t know what to do). Det vigtige 
er, at eleven får forståelse for matematik, og ikke udelukkende lærer et sæt af 
løsningsmetoder, som de så bare trækker op af hatten, når de skal bruges. For Duval er det 
afgørende for matematik, at eleverne kan kombinere mindst to registre, og at forholdet 
mellem repræsentationer og matematiske objekter sættes i fokus. EA-eleverne trænede i 
frustrationsperioden meget direkte conversion mellem et sprogligt register og de algebraiske 
ligninger. Derfor har EA-eleverne arbejdet længere og mere intenst med forskellige 
repræsentationer for variabelsammenhænge. Det gælder specielt de elever fra EA-gruppen, 
der selvstændigt nåede frem til at repræsentere de sprogligt stillede opgaver som linjer i et 
koordinatsystem (inden metoden blev introduceret som en måde at løse opgaverne på vha. 
computeren).  
I et forsøg på at undersøge forskelle og ligheder i de to gruppers læring, fandt vi de tre elever 
fra hver gruppe, der havde klaret sig bedst i de omtalte prøver. Vi trak dem ud og bad dem 
løse følgende opgave: 
 
Edderkopper har 8 ben og de vejer dobbelt så meget som insekter 
Insekter har 6 ben og de vejer 0,1 g. 
Firbenede smådyr har 4 ben og vejer en tredjedel af edderkopper 
 
Der er i alt 200 dyr 
Der er i alt 1000 ben 
Tilsammen vejer alle dyrene 18 g. 
 
Hvor mange er der af hver slags dyr? 
 
Matematikvejleder, RUC, 2014/2015  
1.semester projekt 
 46 
Dette er en tekst, som skal oversættes til tre ligninger med tre ubekendte. Ingen af eleverne 
havde før set en sådan, og deres erfaring fra forløbet kunne ikke bruges direkte. Eleverne fra 
TG-gruppen gik meget hurtigt i gang med at opstille ligninger, og derefter gav de sig til at 
diskutere, om de skulle bruge substitutionsmetoden eller lige store koefficienters metode til 
løsningen. Eleverne fra EA-gruppen fumlede mere rundt. De begyndte med at tænke og 
diskutere opgaven forholdsvis grundigt igennem. Derefter forsøgte de at skrive 
informationerne i opgaven ned på en måde, der matematisk udtrykte de 
variabelsammenhænge, de læste i teksten. I forbindelse med insekternes vægt skrev de f.eks. 
Edderkopper  = 0.2*i/3. De refererede tilbage til opgaven med legoklodser og diskuterede om 
de kunne gøre noget tilsvarende her. Følgende udskrift fra elevernes samtale viser nok den 
primære forskel mellem de to grupper (eleverne er ved at skrive en ligning op repræsenterer 
total antallet af ben):  
 
Elev 1: …..så skal vi måske kalde det 8eb+6ib+4fb=1000b, men kan vi det. Nu regner vi b.  
Elev 2: Lad os prøve at regne grammene ud 
Elev 3: Jo lad os gøre det, x*e+x*i+x*f er lig…. Nej, kan vi ikke få det hele til at veje i 
insekter…skal vi sætte det hele op så vi regner det i insekter, jeg kan ikke lige den der i hoved, det 
er 0.2 divideret med 3, det er 0.06666, så får vi x*0.2+y*0.1+z*0.0666=18 
Elev 2: Nu kunne vi regne insekter ud, så vi har det hele i insekter…. og så kan vi sætte dem op 
mod hinanden hvor de har noget fælles 
 
Det er tydeligt, at de forsøger at isolere egenskaber knyttet til insekterne og ønsker 
efterfølgende at sætte disse insekt-egenskaber lig med hinanden for at løse problemet. Dette 
minder meget om den måde de løste chokoladebolle problemet (der talte de sig frem til to 
forskellige måder at udtrykke prisen på en chokoladebolle, og så satte de disse udtryk lig med 
hinanden). EA-eleverne blev meget længere i det sproglige register og arbejdede der, mens 
TG-eleverne med det samme flyttede problemet over i et algebraisk register. Om man heraf 
kan slutte, at EA-gruppen har udviklet en tryghed i såvel det algebraiske som det sproglige 
register, mens TG-gruppens elever hovedsageligt er trygge i det algebraiske register er nok 
tvivlsomt. Men det er en mulig tolkning, at trygheden i de to registre vidner om, at EA-
eleverne bedre har haft mulighed for at opnå en mere generel og relationel forståelse for to 
ligninger med to ubekendte. Dette er måske også reflekteret i elevernes svar efter første og 
anden lektion. Her skulle de svare på, hvad de havde lært i lektionen (se svarene ovenfor). 
Hos TG-eleverne ses et fokus på løsningsmetoden og en instrumentel forståelse, mens de 
tilsvarende svar fra EA-gruppen lægger mere vægt på, at de har forstået systemet, hvilket igen 
kunne pege i retning af en mere relationel forståelse. 
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Samlet diskussion 
De tre cases, som er beskrevet i denne rapport, har hver deres fokus. Men samtidig er der 
også mange ting, der binder dem sammen. Omdrejningspunktet er i alle tilfælde elevers 
vanskeligheder med begreberne ubekendt og variabel, jf. problemformuleringen. Desuden er 
den valgte tilgang til diagnosticering og intervention i de tre cases baseret på et fælles 
grundlag af redskaber, som litteraturen tilbyder. 
 
Et helt centralt begreb, som vi har anvendt i forbindelse med såvel diagnosticering som 
intervention, er begrebsbilleder. I case 1 afdækkedes elevens begrebsbilleder omkring 
variabelsammenhænge. Disse var meget lidt udviklede og fremstod usammenhængende. 
Særligt var der problemer med at forstå fx 𝑥 og 𝑦 som symboler, der er repræsentanter for 
variable. Noget tilsvarende gjorde sig gældende for eleven i case 2, som eksempelvis havde 
den forestilling, at regnestykker, der indeholder bogstaver, aldrig kan have et tal som resultat. 
Denne elev opfattede ikke bogstaver som pladsholder for tal. I case 2 ser man desuden, 
hvordan elevens begrebsbillede omkring brøker skabte problemer. I denne sammenhæng 
blev der arbejdet systematisk med at skabe kognitive konflikter hos eleven, således at de 
uhensigtsmæssige begrebsbilleder blev ekspliciteret for ham.  I henhold til 
problemformuleringen har vi kunnet konstatere, at vanskeligheder med begreberne ubekendt 
og variabel med fordel kan afdækkes ved at undersøge og eksplicitere elevens 
begrebsbilleder. Det har vist sig at være en væsentlig snublesten, at eleverne har en 
manglende forståelse for, hvad symboler som 𝑥 og 𝑦 betyder i konkrete sammenhænge, og at 
de netop er symboler for noget andet. Vi har desuden fokuseret på elevers begrebsbilleder 
omkring lighedstegnet. Dette bliver særlig tydeligt i case 3, hvor det konstateredes, at ikke alle 
betydninger af lighedstegnet er lige lette for eleverne at tilegne sig. Der er talrige eksempler i 
rapporten på, at de her nævnte vanskeligheder med begreberne ubekendt og variabel har 
gennemgribende betydning for elevernes arbejde med ligninger og variabelsammenhænge, jf. 
problemformuleringen. Det mest slående eksempel er måske opgaven med professorerne og 
de studerende, hvor en manglende forståelse for betydningen af de to variable 𝑃 og 𝑆 
umuliggør en fortolkning af den opstillede ligning. 
 
Vi har i problemformuleringen stillet os selv det spørgsmål, om skift mellem registre kan være 
et redskab til at afhjælpe nogle af de problemer, som er nævnt ovenfor. Det har vist sig, at et 
fokus på registerskift er relevant i forbindelse med såvel diagnosticering som intervention. I 
case 2 blev det i diagnosticeringsfasen klart, at eleven foretog nogle uheldige skift mellem et 
sprogligt og et symbolsk register, eksempelvis når han sagde, at 𝑎 går ud med 𝑎, når det står i 
både tæller og nævner i en brøk. Samtidig tog interventionen for denne elev også blandt andet 
udgangspunkt i registerskift. Der skete fx et skift mellem to symbolske registre, når læreren 
foreslog at betragte udtrykket 
3∙7
7∙3
 som en hjælp til at udregne 
𝑎∙𝑏
𝑏∙𝑎
. Et andet eksempel er skiftet 
mellem brøk og decimaltalsfremstilling, hvor eleven indså, at fx 
−3
4
=
3
−4
= −0,75. I tiden efter 
diagnosticeringen blev der i særlig grad fokuseret på registerskift i klasseundervisningen, og 
det blev efterfølgende testet, i hvilket omfang eleven havde tilegnet sig evnen til conversion. 
En opgave meget lig opgaven med professorer og studerende blev klaret fint af eleven, som 
syntes at have opnået en større forståelse for variabelbegrebet og for skift af registre.  
 
Som i case 2 blev der i case 1 og 3 arbejdet systematisk med registerskift som en vej til læring. 
I disse to cases skete det konkret ved, at interventionen planlagdes ud fra principperne i 
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empirisk abstraktion. Registerskift er et centralt element i empirisk abstraktion, hvor 
empiriske begreber, som er velkendte for eleverne, og som typisk er beskrevet i et sprogligt 
register, skal oversættes til matematiske registre (i vores tilfælde symbolske). I case 1 var 
udgangspunktet velkendte empiriske variable som antal kørte km og samlet pris i forbindelse 
med en taxatur. Ved at arbejde med dette og lignende eksempler blev eleven gradvist ledt 
frem til at repræsentere variable ved bogstaver. Det var vurderingen, at eleven herigennem 
opnåede en markant forbedret forståelse for variabelbegrebet. Det viste sig blandt andet ved 
hendes evne til at løse gamle og nye opgaver effektivt ved hjælp af den nyerhvervede viden 
om variable og sammenhænge. I case 3 var der tale om en klasserumsbaseret intervention, for 
halvdelen af elevernes vedkommende med udgangspunkt i empirisk abstraktion. Helt konkret 
skulle denne halvdel af klassen lære at løse to ligninger med to ubekendte på en måde, der var 
inspireret af principperne i empirisk abstraktion, mens den anden halvdel modtog det, vi har 
kaldt traditionel undervisning. Eleverne i førstnævnte halvdel (EA-gruppen) blev præsenteret 
for problemer formuleret i et sprogligt register, og de skulle først foretage en conversion til et 
symbolsk register, inden de kunne gå i gang med ligningsløsningen. Efterfølgende tests viste 
for det første, at eleverne i EA-gruppen generelt klarede sig bedre end kontrolgruppen i 
opgaver, der involverede conversion. Denne tendens var særligt tydelig for de svageste elever. 
For det andet viste det sig, at eleverne i EA-gruppen klarede sig bedre end kontrolgruppen i 
opgaver med to ligninger med to ubekendte, uanset om disse involverede conversion. Alt i alt 
tyder det altså på, at fokus på registerskift kan have haft en gavnlig effekt på indlæringen. 
 
Sammenfattende kan det i henhold til problemformuleringen siges, at vi gennem 
undersøgelse af elevernes begrebsbilleder fik et indblik i de vanskeligheder, som de havde 
med ubekendte og variable. Samtidig virker det rimeligt at sige, at et fokus på registerskift kan 
anvendes som et redskab til at afhjælpe nogle af disse problemer og til at give dem en større 
forståelse for de pågældende begreber. Hvad angår kvaliteten af denne forståelse lader det 
endvidere til, at registerskift kan bruges til at bibringe eleverne en relationel, og ikke blot en 
instrumentel, forståelse. Når man skal foretage registerskift, tvinges man i en eller anden 
forstand til at reflektere over, hvad de indgående begreber egentlig betyder. På den baggrund 
er det vores opfattelse, at registerskift bør være et centralt fokuspunkt i 
matematikvejledningen. 
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Konklusion 
Der er ingen tvivl om at der er brug for matematikvejledere, hvilket blandet kan ses ud fra 
antallet af elever, der ikke består matematik på HF, STX og HTX. Som undervisere oplever vi 
ofte elever, der har brug for en del mere hjælp, end der er mulighed for at give til 
enkeltindivider i klasseundervisningen. Som beskrevet under case 2 bliver det ofte klart i 
forbindelse med diagnosticering og intervention, at elever kan have større problemer, end der 
opdages ved den umiddelbare hjælp i den daglige undervisning. Men hvordan finder vi de 
elever, der har brug for matematikvejlederen? Efter brug af detektionstesten, ”57 spørgsmål 
fra professoren” tror vi at denne test primært kan bidrage til at afdække specifikke 
matematikvanskeligheder efter afsluttede forløb. Testen er mindre velegnet til screeninger af 
elever i begyndelsen af deres ungdomsuddannelse, fordi disse elever ofte kommer med meget 
forskellige matematikerfaringer fra folkeskolen. Vi mener, det er vigtigt at skelne mellem 
grundlæggende matematikvanskeligheder og elevers manglende evne til at løse opgaver, de 
ikke har erfaring med fra folkeskolen. Ofte vil detektionen i praksis ske ved, at en elev 
henvises fra en anden matematiklærer eller en studievejleder. Her kan man så med fordel 
lade den henviste elev tage detektionstesten for at få et første overblik over, hvor de 
eventuelle problemer ligger. Desuden har vi erfaret, som det også er fremgået i opgaven, at 
detektionstesten er et godt redskab i diagnosticeringen, hvor dens opgaver kan bruges som 
fundament for et mere detaljeret indblik i elevens vanskeligheder.  
 
Arbejdet med detektionstesten i diagnosticeringen har givet et indblik i, hvori elevernes 
vanskeligheder med ubekendte, variable osv. består. I case 1 blev det vurderet, at eleven 
havde helt grundlæggende problemer med at forstå, at 𝑥 og 𝑦 i en lineær sammenhæng fx 
repræsenterer to variable. Hun kunne i forlængelse heraf ikke skelne mellem variable og 
konstanter i ligningen for en lineær sammenhæng. De fattige begrebsbilleder betyder, at 
eleven ikke havde forudsætningerne for at forstå og arbejde med lineære sammenhænge. Hun 
kunne udføre visse procedurer, men nogen dybere forståelse var der ikke. Det blev tydeligt, 
når hun skulle fortolke konkrete lineære sammenhænge. Blandt mange andre problemer 
manglede hun en forståelse for, hvordan lighedstegnet skulle forstås. Grundet hendes 
manglende forståelse for 𝑥 og 𝑦 som variable kunne hun heller ikke læse ligningen som 
angivende en sammenhæng mellem to variable. Disse forhold taget i betragtning er det ikke 
overraskende, at det var helt uden for hendes rækkevidde fx at udtale sig om relationen 
mellem ligningen og grafen for en lineær sammenhæng. De grundlæggende problemer med 
variabelbegrebet må altså siges at have haft gennemgribende betydning for hendes forståelse 
for og arbejde med variabelsammenhænge. 
 
Eleven i case 2 havde en instrumentel tilgang, der blandt andet sås ved at matematik for ham 
var mange forskellige regneregler, der ikke hang sammen. Og på samme vis som i case 1 var 
der problemer med at forstå bogstaver som symboler, der repræsenterer ubekendte 
størrelser, forståelse af lighedstegnet mm. Under diagnosticeringen viste der sig andre 
grundlæggende fejlindlæringer, som skulle udredes inden det er relevant at arbejde videre 
med variabelsammenhænge. Brøker var helt klart ikke et objekt jf. Sfards definition, eleven 
havde et meget fattigt begrebsbillede af brøker. Han kunne først forholde sig til det, når det 
blev en proces som for ham fremkom ved at skrive 9:3 og ikke ved brug af brøkstreg. 
Selvopfundne regneregler var en andet fundamental ting, der skulle interveneres overfor, 
hvilket skete ved at skabe situationer hvor der opstod en kognitiv konflikt –eleven måtte 
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forholde sig til at de modstridende metoder ikke var hensigtsmæssigt, at der skulle ændres i 
hans regelsæt/begrebsbillede. 
 
Detektionstesten blev i case 3 primært brugt til at sikre at den gruppe som blev undervist 
traditionelt og den gruppe som fik undervisning baseret på empirisk abstraktion havde 
nogenlunde parallelle forudsætninger inden de begyndte. 
 
I forbindelse med interventionen i case 1 og 3 har vi undersøgt, om et fokus på sammenhænge 
mellem symbolske og sproglige registre kan støtte elevernes tilegnelse af begreberne. Her har 
vi konkret anvendt principperne i empirisk abstraktion til at bygge bro mellem for eleverne 
velkendte fænomener (som blev beskrevet i et sprogligt register) og de abstrakte 
matematiske objekter og processer (beskrevet i et symbolsk register). Som nævnt i opgaven 
påpeger Duval, at det er vanskeligt for eleverne at foretage skift mellem registre. Dette 
oplever man også ofte i den daglige undervisning, men ikke desto mindre har vi altså her valgt 
netop at bruge sådanne registerskift som et redskab til at støtte elevernes forståelse. I case 1 
blev empirisk abstraktion brugt i forbindelse med en enkelt elevs vanskeligheder med 
variabelbegrebet. Den umiddelbare konklusion er, at denne tilgang i høj grad var med til at 
afhjælpe elevens vanskeligheder. Koblingen mellem empiriske begreber, som eleven allerede 
besad, og de matematiske begreber lettede forståelsen for eleven. I forbindelse med case 3, 
hvor en hel gruppe modtog undervisning baseret på empirisk abstraktion, kunne det 
konkluderes, at empirisk abstraktion som undervisningsprincip havde en gavnlig effekt på 
specielt de svagere elever.  
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Bilag 
Bilag 1 Opdeling af spørgsmål i detektionstesten 
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Bilag 2 Opfølgende test til HB2 
 
1. Hvad er   
2
3
∙
3
2
 
2. Hvad er c-d+d-c 
3. Hvad er –(x+3)+3+x 
4. Løs ligningen   3x+10=4x -1 
5. Er 2 en løsning til ligningen 3s+10=4s-1 
6. Hvad er 
𝑐
𝑑
∙
𝑑
𝑐
 
7. 𝑦 = 𝑥 + 4  Hvad kan du sige om x i forhold y 
8. Hvis  R er mængden af rom og L er mængden af Roses Lime, hvad 
udtrykker følgende ligning så om sammenhængen mellem mængden af 
rom og mængden af Rose´s Lime: 
 4 ∙ 𝐿 = 𝑅 
9. Hvad er 
5𝑏
𝑏
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Appendiks 
The Transition to Advanced Mathematical Thinking: Functions, Limits, Infinity, and  
Proof, Tall (1992) 
I artiklen ”The Transition to Advanced Mathematical Thinking: Functions, Limits, Infinity, and  
Proof” fra 1992 beskriver Tall nogle af de vanskeligheder, som studerende oplever ved 
overgangen til avanceret matematik på universitetsniveau. Helt grundlæggende påpeger Tall, 
at den måde, som matematisk teoribygning er beskrevet i lærebøger og forskningsartikler 
kun giver en lille del af billedet af matematisk tænkning (s. 495). Den endelige, strømlinede 
fremstilling af matematiske definitioner og sætninger giver ikke indblik i de processer, der 
har givet anledning til resultaterne. Bag enhver matematisk sætning og dens bevis ligger en 
kreativ fase med udforskning af forskellige muligheder og ofte også fejlagtige forsøg på 
beviser, definitioner må sommetider rettes til, så tingene kommer til at passe, osv. Dette syn 
på matematik finder man også hos Imre Lakatos i hans bog ”Proofs and Refutations”. Lakatos 
argumenterer for, at man i lærebøger bør tage hensyn til de mere uformelle dele af 
matematikken ved at anvende en heuristisk stil, og ikke blot præsentere de færdige resultater 
for de studerende. Om Tall vil anbefale så drastisk et skridt skal ikke diskuteres her, men i 
artiklen argumenterer han for, at en matematikundervisning på universitetet baseret 
udelukkende på formelle definitioner, sætninger og beviser ikke bibringer den studerende 
evnen til avanceret matematisk tænkning (s. 508). 
 
Ifølge Tall er en rent formel tilgang til matematikundervisning ikke hensigtsmæssig, idet man 
er nødt til at tage de studerendes kognitive udvikling i betragtning (s. 508). Forståelsen af 
matematiske begreber stammer ikke blot fra deres formelle definition. Den studerendes 
mentale repræsentation af et begreb er i høj grad også påvirket af hendes tidligere erfaringer 
(s. 496). Når den studerende overgår til den højere matematik, vil hun have en række 
begrebsbilleder, som kan komme i konflikt med de formelle begrebsdefinitioner. Derfor 
foreslår Tall, at undervisningen ikke tager udgangspunkt i formelle definitioner, men derimod 
i begreber, som både er velkendte for den studerende, og som kan danne grundlag for videre 
matematisk forståelse. Sådanne begreber kalder han kognitive rødder (cognitive roots). Tall 
illustrerer sin pointe ved at betragte en række konkrete matematiske begreber. Eksempelvis 
anser han ikke definitionen af en funktion som en mængde af ordnede par for at være en 
hensigtsmæssig kognitiv rod for forståelsen af funktionsbegrebet, selvom denne definition er 
et glimrende matematisk fundament (s. 497). Selvom studerende bliver præsenteret for den 
formelle definition af funktionsbegrebet vil de ofte trække på deres tidligere erfaringer med 
funktioner, snarere end den formelle definition. Dette giver blandt andet anledning til, at 
mange funktioner ikke betragtes som sådanne af de studerende. Hvis praktisk talt alle 
eksempler på funktioner, som de studerende har set, er givet ved en forskrift, så vil mange 
studerende eksempelvis antage, at dette er et essentielt aspekt ved funktionsbegrebet. Den 
formelle definition af funktionsbegrebet hjælper ifølge Tall ikke i sig selv til at komme uden 
om problemer som dette (s. 497).  
 
Tall foreslår, at et øget fokus i undervisningen på en funktion som en proces kan være en vej 
til de studerendes forståelse af en funktion som et objekt (s. 501). Dette stemmer fint overens 
med tankegangen fremsat af Sfard (1991) om proces-objekt dualiteten inden for 
matematikken. Ifølge Sfard er en processuel forståelse af et begreb ofte en forudsætning for at 
forstå begrebet som et objekt i sin egen ret, hvilket er behandlet mere indgående i selve 
Matematikvejleder, RUC, 2014/2015  
1.semester projekt 
 55 
opgaven. En lovende måde at arbejde med funktioner som processer er ifølge Tall at lade de 
studerende programmere sådanne processer på en computer. Tall anser sådan 
programmering for at være en mulig kognitiv rod, der kan danne udgangspunkt for de 
studerendes senere tilegnelse af funktioner som objekter. Denne tilgang skal ses i 
modsætning til at starte med definitionen af en funktion som en mængde af ordnede par. Her 
er objektet ”funktion” givet med det samme, men det er ligegyldigt i en 
undervisningssammenhæng, hvis de studerende ikke kan bruge det til at opbygge et 
hensigtsmæssigt begrebsbillede om funktioner. Sammenfattende kan man sige, at formelle 
definitioner ifølge Tall ikke er hensigtsmæssige kognitive rødder at basere matematiklæring 
på. Det er til enhver tid afgørende, at undervisere er villige til at se matematiske begreber fra 
de studerendes perspektiv, dog uden at oversimplificere stoffet (s. 508). Dette er et skridt på 
vejen til at lære studerende matematisk tankegang og ikke bare matematisk tankegods.  
Limits of Functions: Traces of Students’ Concept Images, Juter (2005) 
I Talls artikel beskrevet ovenfor anvendes foruden funktioner også grænseværdier til at 
illustrere pointerne. Netop begrebet grænseværdi er emnet for artiklen ”Limits of Functions: 
Traces of Students’ Concept Images” fra 2005 af Kristina Juter. I artiklen beskrives en 
empirisk undersøgelse af forestillinger om funktioners grænseværdier hos 
matematikstuderende på et svensk universitet. Den teoretiske ramme, som er Juters 
udgangspunkt, involverer blandt andet tanken om begrebsbilleder som introduceret af Tall og 
Vinner (1981). I lighed med Tall (1992) påpeger Juter vigtigheden af at holde sig de 
begrebsbilleder for øje, som de studerende allerede har, når de skal lære den formelle teori 
om grænseværdier. Det nye stof vil kunne give anledning til forvirring og konflikt, når det skal 
integreres med de allerede eksisterende begrebsbilleder (s. 65). Juter påpeger desuden, at 
mens man ikke direkte kan se en anden persons begrebsbillede om et givet matematisk 
begreb, så er personens adfærd funderet i begrebsbilledet. Adfærden kan derfor betragtes 
som et spor af begrebsbilledet (s. 66). Det er sådanne spor Juters empiriske undersøgelse 
omhandler. Juter læner sig også op af Sfards (1991) skelnen mellem begreber som hhv. 
processer og objekter i de studerendes forståelse. Her citerer hun undersøgelser, der har vist, 
at forståelsen af en grænseværdi som et objekt er betinget af en indledende processuel 
forståelse af begrebet, i tråd med Sfards synspunkter (s. 66). I praksis vil disse forståelser 
ifølge Juter uundgåeligt eksistere side om side, hvilket kan føre til kognitiv konflikt for den 
studerende. Generelt kan det være problematisk for den studerende at aktivere den relevante 
del af et begrebsbillede, hvis det indeholder flere forskellige, og måske indbyrdes 
modstridende opfattelser af et givet begreb. 
 
I den empiriske undersøgelse skulle de studerende løse forskellige opgaver og blev desuden 
interviewet om forskellige aspekter af deres opfattelse af grænseværdibegrebet. De 
studerendes svar, betragtet som spor af begrebsbilleder, blev inddelt i forskellige kategorier. 
Et af de interessante fund var selvmodsigelser i forbindelse med, om en funktion kan antage 
sin grænseværdi som funktionsværdi. Et flertal af de studerende svarede i visse situationer, at 
det er muligt, og i andre at det ikke er muligt. Seks af dem svarede, at det er muligt i 
forbindelse med opgaveløsning men ikke i teoretiske kontekster (s. 75). Juter konkluderer, at 
opgaveløsning og teori er separate fænomener for disse studerende. Det er afhængigt af 
konteksten, hvilken del af et begrebsbillede, der aktiveres. Juter påpeger også, at 
dagligsproget kan spille en stor rolle for, hvordan matematiske begreber forstås. På svensk, og 
dansk, kan netop ordet grænse give det indtryk, at det er en værdi, som aldrig kan nås (s. 78). 
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Endnu et eksempel på, at de allerede eksisterende begrebsbilleder kan give anledning til 
problemer med de formelle begreber.  
 
Juters resultater viser som nævnt, at de studerende går gennem en fase, hvor begrebet 
grænseværdi på skift opfattes som hhv. en proces og et objekt. Det betød, at de fleste af de 
studerende havde problemer med at skelne mellem processen at nærme sig en grænseværdi 
og grænseværdien som et objekt i sin egen ret. Ifølge Juter peger resultaterne generelt på det 
faktum, at den matematiske metode med aksiomer, definitioner og sætninger er meget 
anderledes end den kognitive vej til forståelse af grænseværdibegrebet for den enkelte 
studerende, en betragtning der ligger fint i tråd med Talls artikel beskrevet ovenfor. Det er 
ikke kun den formelle begrebsdefinition, der har betydning for indlæringen, men også den 
studerendes kognitive udviklingsniveau og tidligere erfaringer.  
 
A Theoretical Framework for Analyzing Student Understanding of the Concept of 
Derivative, Zandieh (2000) 
I artiklen ”A Theoretical Framework for Analyzing Student Understanding of the Concept of 
Derivative” fra 2000 introducerer Michelle Zandieh en teoretisk ramme for, hvordan man kan 
undersøge elevers forståelse af begrebet differentialkvotient (og afledet funktion). Zandieh 
påpeger, at der i forbindelse med forståelsen af begrebet differentialkvotient ikke er tale om 
enten/eller (s. 104). På grund af begrebets kompleksitet og mange facetter er en elevs 
forståelse af det (eller mangel på samme) mere kompleks. Nogle aspekter ved begrebet vil 
som regel være bedre forstået end andre. Som teoretisk baggrund for dette synspunkt 
inddrager Zandieh Tall og Vinners begrebsbilleder. Zandiehs ærinde er at præsentere en 
struktureret måde at undersøge netop elevers begrebsbilleder om differentialkvotient på.  
Zandiehs ramme for undersøgelse af elevers begrebsbilleder er organiseret ud fra to 
dimensioner: multiple repræsentationer og lag. Hvad angår de multiple repræsentationer 
påpeger hun, at begrebet differentialkvotient kan repræsenteres på flere forskellige måder (s. 
105): 
 
a) Grafisk som hældningen på tangenten til en graf i et bestemt punkt 
b) Sprogligt som den momentane væksthastighed 
c) Fysisk som en hastighed 
d) Symbolsk som grænseværdien for differenskvotienten. 
Zandiehs teoretiske ramme er blandt andet beregnet til at vurdere elevens forståelse af disse 
forskellige repræsentationer af begrebet differentialkvotient. Den anden dimension i den 
teoretiske ramme omhandler tre lag i forbindelse med differentialkvotient, nemlig brøk, 
grænseværdi og funktion (s.106). Funktionen er her 𝑓´, som jo netop for enhver værdi af den 
uafhængige variabel er givet ved en grænseværdi for en bestemt brøk. Lagene er ikke knyttet 
til én bestemt repræsentation af differentialkvotient. Tværtimod opstiller Zandieh en matrix 
med lag i rækkerne og repræsentationer i søjlerne. I denne matrix kan man så eksempelvis 
angive elevens grad af forståelse i den indgang, der svarer til laget grænseværdi i forbindelse 
med den grafiske repræsentation af begrebet differentialkvotient.  
 
Zandieh tilføjer et ekstra element til den teoretiske ramme ved at inddrage Sfards proces-
objekt-tankegang. Lagene betragtes som elementer i en kæde af proces-objekt-par (s. 107). 
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Eksempelvis kan brøken, differenskvotienten, betragtes som en proces, nemlig division. Men 
den kan også betragtes som et objekt, som det næste element i kæden, grænseværdien, virker 
på. Zandieh ønsker at vurdere, i hvilket omfang elever har opnået en forståelse af elementerne 
som både processer og objekter. I visse tilfælde er der dog snarere tale om, at et givet element 
er et pseudo-objekt i elevens begrebsbillede. Et pseudo-objekt er en intuitiv forståelse, som 
ikke indbefatter en forståelse for objektets underliggende proces.  
 
Zandieh omtaler i artiklen en undersøgelse af ni elever med udgangspunkt i den teoretiske 
ramme. Her giver hun eksempler på elevernes forståelse i de forskellige indgange i matricen. 
Hun påpeger også, at matricerne for forskellige elever kan bruges til at sammenligne deres 
forståelse. På baggrund af resultaterne fra undersøgelsen diskuterer Zandieh, om de 
forskellige repræsentationer typisk læres i en bestemt rækkefølge, og om nogle 
repræsentationer foretrækkes frem for andre af eleverne. Her er det blandt andet interessant, 
at eleverne generelt ikke foretrak, og havde sværest ved at huske, den formelle, symbolske 
definition af differentialkvotient (s. 120). For eleverne var denne repræsentation ofte ikke den 
mest relevante, og to af dem nægtede at lære den. Dette stemmer fint overens med pointerne 
fra artiklerne af både Tall og Juter. Den formelle definition er formentlig ikke vejen til 
forståelse for de fleste elever.  
 
Sammenfattende kan man sige, at Zandieh i sin artikel præsenterer en metode til i 
diagrammatisk form at anskueliggøre elevers begrebsbilleder om begrebet 
differentialkvotient. Metoden kan anvendes til at vurdere den enkelte elevs forståelse, men 
også til at sammenligne forskellige elevers forståelse. Desuden påpeger Zandieh, at den vil 
kunne anvendes til at vurdere effekten af forskellige undervisningsmetoder og typer af 
lærebøger på tværs af klasser. Afslutningsvis kan man tilføje, at metoden formentlig vil kunne 
anvendes til en systematisk kortlægning af vanskeligheder omkring begrebet 
differentialkvotient hos elever i matematikvejledningen.  
 
The concept of irrational numbers in high-school students and prospective teachers, 
Fischbein, Jehiam and Cohen (1995) 
Artiklen er en undersøgelse af, hvordan elever i 9. og 10. klasse samt lærerstuderende forstår 
forskellige talbegreber. Undersøgelsen når frem til, at det ser meget skidt ud med elever og 
lærerstuderendes forståelse for forskelle og ligheder mellem reelle, irrationelle og rationelle 
tal. 
De irrationelle tal er vigtige 
Artiklen begynder med at argumentere for, hvorfor det er vigtigt, at elever har en forståelse 
for matematik som en fundamental menneskelig aktivitet og ikke kun et middel til praktiske 
beregninger. De skriver, at eleverne får lært en del matematisk teknik og lidt beviser, men de 
får ikke det store sammenhængende matematiske billede.  
Hvis elever skal få en ide om den grundlæggende struktur i matematik, så kommer man ikke 
udenom en forståelse for talbegrebet. Det hele falder fra hinanden, hvis elever f.eks. ikke 
forstår hvad de irrationelle tal er, og artiklen hævder, at det er det, vi ser i dag. Mange elever 
møder kun de irrationelle tal gennem få eksempler (som π og √2 eller √3), og det er for lidt.  
Grækerne vidste, at der fandtes inkommensurable tal, men det har historisk set været meget 
vanskeligt at forstå de irrationelle tal, og først i det nittende århundrede nåede Dedekind, 
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Cantor og Weierstrass frem til en egentlig teori for disse. Denne lange udvikling vidner om, at 
irrationelle tal er vanskelige og ikke intuitive. De passer ikke ind i en praktisk model, der 
intuitivt bygger videre på en forståelse af de hele tal. Artiklen skriver, at for det naive sind, er 
det underligt og paradoksalt, at de rationelle tal ikke dækker hele tallinjen. Der er intet i vores 
intuition, der gør det muligt, at se forskellen på de rationelle og de irrationelle tal. Artiklen 
spekulerer over, om der er en sammenhæng med den lange matematik-historiske udvikling af 
de irrationelle tal og elevernes vanskeligheder med disse. 
 
Artiklen bruger ordet intuitivt mange gange og definerer ordet, som noget der accepteres 
subjektivt som værende oplagt og selv-evident; noget der ikke let forkastes - noget 
psykologisk stabilt. Intuition er noget, der skal udvikles, men når det er udviklet, har intuition 
en tendens til at organisere viden i sammenhængende stabile strukturer. 
Den empiriske metode og spørgsmålene 
De to spørgsmål, som undersøgelsen vil arbejde med, er følgende: 
 Er der en sammenhæng mellem, at det historisk set har været svært intuitivt at forstå 
irrationelle tal, og de vanskeligheder vi oplever med disse tal i dag? I forbindelse med 
dette spørgsmål fokuserer artiklen på inkommensurabilitet og det, at der i et interval 
kan være to uendelige mængder af punkter (de rationelle og de irrationelle) 
 Hvordan påvirker alder og matematisk baggrund forståelsen for de irrationelle tal 
Artiklen bygger på et empirisk grundlag, som består af resultaterne fra en større 
spørgeskemaundersøgelse blandt 30 9. klasses elever og 32 10. kasses elever. Derudover har 
de spurgt 29 lærerstuderende. I dette spørgeskema har de undersøgt elever og studerendes 
formelle (definitioner, formelle forskelle og ligheder mellem tal-typerne osv.) og intuitive 
forståelse for irrationelle, rationelle og reelle tal.  
De har i forbindelse med mange af deres spørgsmål, også ladet eleverne argumentere for 
deres svar. Det viste sig, at selv om eleverne nogle gange svarede rigtigt, så byggede deres 
rigtige svar på en fejlagtig forståelse.  
 
Artiklen gennemgår spørgeskemaets resultater og kommenterer disse. Her refereres kun et 
udsnit af disse svar og kommentarer.  Det første spørgsmål drejede sig om π er et tal, et 
rationelt tal, et irrationelt tal eller (eller skal ikke her forstås som et enten-eller) et reelt tal. 
Nedefor ses resultatet af undersøgelsen: 
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Helt tilsvarende spurgte de om hvad tallet −
22
7
 er for et tal. Her var svarende: 
 
Det er oplagt, at eleverne ikke har en grundlægende forståelse for forskellen mellem 
irrationelle og rationelle tal. Det mere overraskende er, at de lærerstuderende heller ikke har 
det. Derefter beder de elever og lærere forholde sig til definitioner af rationelle og irrationelle 
tal. Også her er der store problemer. Når eleverne skal argumentere for at et tal f.eks. er 
irrationelt, kommer det frem, at negative tal og decimaltal med uendeligt mange cifre forstås 
som irrationelle, fordi det er nogle underlige tal. Artiklen spørger derefter til kommutabilitet 
mellem længden på to linjestykker og mellem sider og diagonal i et kvadrat. Også her kommer 
det frem, at elever og lærerstuderende ikke har styr på tal-begreberne (have a totally 
confused idea about the concepts of rational and irrational numbers and the relationsship 
between them).  
 
De hovedspørgsmål, som artiklen stillede, måtte de umiddelbart besvare negativt. Eleverne 
nævnte ikke direkte, at deres problemer med irrationelle og rationelle tal skyldes en 
manglende intuition.  
 
For at undersøge om elever med lidt større matematisk uddannelse havde begreb om 
irrationelle og rationelle tal, spurgte de en gruppe psykologistuderende, der alle havde en EA i 
enten fysik eller matematik. Heller ikke disse havde styr på talbegreberne (The students 
investigated did not possess any intuitive background…). 
Anbefalinger 
Artiklen ender med at anbefale, at man systematisk må undervise i talbegrebet. Dette skal 
ikke kun munde ud i en teknisk viden om irrationelle og rationelle tal (med definitioner og 
løsningsmetoder), men også i en intuitiv baggrund ude hvilken matematik bliver en stiv 
struktur.   
Irrational numbers: The Gap between formal and intuitive knowledge, Sirotic and Zazkis 
(2007) 
Artiklen rapporterer en undersøgelse af 46 lærerstuderendes forståelse for irrationelle og 
rationelle tal. Omtrent en tredjedel af de studerende havde matematik som linjefag og resten 
havde et naturvidenskabeligt fag. Disse blev bedt om at besvare et spørgeskema og 
efterfølgende er 16 af dem taget ud til kliniske interviews.  
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Tre typer af viden 
Artiklen opstiller en ramme for undersøgelsen, der bygger på 3 dimensioner af viden. Den 
første dimension er Algoritmisk viden. Denne er af procedurel natur, og indbefatter viden om 
regneregler, og metoder der sætter eleven i stand til trinvist at løse matematiske opgaver. Den 
anden dimension er en formel videns dimension, der indbefatter matematiske definitioner og 
kendskab til matematiske strukturer samt bevisførsel og teoremer. Den tredje dimension er 
en intuitiv videns dimension, der indbefatter elevens ideer og holdninger (i artiklen kaldt 
beliefs) til matematiske størrelser, og elevernes umiddelbare måder at forholde sig til 
begreber og matematiske manipulationer. Denne type viden er karakteriseret ved en tendens 
til direkte accept og tillid - dette er selvindlysende og psykologiske stabil viden.    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Matematisk kompetence bygger på evnen til at kunne etablere konsistente forbindelser 
mellem disse tre videns-dimensioner. Det lader til, at mennesker har tendens til, at få deres 
formelle og algoritmiske viden til at passe med deres intuitive viden. Dette kan man f.eks. se, 
når mange tror, at når man dividerer et tal med et andet tal, så reducerer man altid størrelsen 
af det første tal. Artiklen foreslår at dette skyldes, at vi intuitivt tænker på division mellem 
hele tal (de hele tal har intuitivt en primærstatus), og derfor tvinger vi vores formelle og 
algoritmiske viden til at passe med division af heltal. 
For at analysere forholdet mellem de tre dimensioner i forhold til irrationelle og rationelle tal, 
har artiklens forfattere spurgt de studerende om:  
 
 de forskellige talmængders størrelse (er der flere af den ene slags end af den anden)   
 forholdet mellem placeringen af rationelle og irrationelle tal på tallinjen 
 hvad sker der med irrationelle og rationelle tal, når de multipliceres eller adderes 
De har forsøgt at forholde svarene til de tre videns-dimensioner og set efter konflikter og 
konsistens i de studerendes viden. 
Spørgsmålene 
Det første spørgsmål undersøger de studerendes formelle viden og intuition om irrationelle 
og rationelle tal. Der spørges: 
 
 Hvad er der flest af, de rationelle eller de irrationelle tal 
 Hvis man vælge et tilfældigt tal i intervallet [0;1], hvad er så sandsynligheden for at få 
et rationelt tal.  
Formel Viden 
(Begreber/beviser/teorem
er) 
Algoritmisk Viden 
(regler/processen) 
Intuitiv Viden 
(ideer/holdninger/intuitio
n) 
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Den første del af dette spørgsmål kræver formel viden om talmængderne, men når dette 
sammenholdes med anden del, kan man undersøge respondenternes intuitive viden, og 
forholde denne intuition til deres formelle viden. Der var mange flere som havde svaret på 
første delspørgsmål i spørgsmål et, end på anden delspørgsmål. Det tolker forfatterne som et 
tegn på konflikt mellem respondenternes formelle og intuitive viden. 
Det andet spørgsmål forsøger at afdække de studerendes formelle og algoritmiske viden i 
forhold til placeringen af irrationelle og rationelle tal på tallinjen. Spørgsmålet indeholder fire 
underspørgsmål, som alle af er af typen: Er det muligt altid at finde et rationelt/irrationelt tal 
mellem to irrationelle/rationelle tal. Det tredje spørgsmål drejer sig om operationer mellem 
rationelle/ irrationelle tal, og alle delspørgsmål er variationer over temaet: hvis man 
adderer/multiplicerer to irrationelle/rationelle tal, får man så et irrationelt/rationelt tal.  
 
Artiklen gennemgår de studerendes svar og rapporterer fra de kliniske interviews for at 
underbygge forfatternes observationer. De registrerer en vis inkonsistens mellem den 
intuitive videns-dimension og den formel/algoritmiske dimension. I forbindelse med analysen 
af svarene på det første spørgsmål nåede de frem til, at det er muligt at have en god intuitiv 
forståelse for forholdet mellem talmængdernes størrelse uden at have et direkte kendskab til 
kardinalitet. Ofte byggede forkert svar på de studerendes fejlopfattelse af uendelighed (hvis 
der er uendeligt mange rationelle og uendeligt mange irrationelle tal, så må der være lige 
mange - der er ”jo” uendeligt mange af begge slags). I nogle tilfælde var svarene rigtige, men 
den efterfølgende samtale viste, at forståelse byggede på et forkert grundlag. F.eks. svarede 
nogle at sandsynligheden for at vælge et rationelt tal i intervallet [0;1] var nul, men 
argumentet var, at der var endeligt mange rationelle tal og uendeligt mange irrationelle tal. 
Dette undrede forfatterne, for de studerende vidste god, at der var uendeligt mange hele tal, 
og at de hele tal er en ægte delmængde af de rationelle tal. For at forstå dette foreslår 
forfatterne, at en sund og rigtig intuition kan bliver ødelagt af mere avanceret undervisning, 
fordi de matematiske forudsætninger er utilstrækkelige. Forfatterne ser tegn på, at de 
studerende både opfatter de rationelle tal som liggende meget tætte på tallinjen og meget 
spredte (der rapporteres om en studerende, der med en metode kunne finde et rationelt tal 
mellem ethvert par af irrationelle, men som blev fanget i en konflikt, fordi han godt vidste, at 
de irrationelle tal lå meget tæt på tallinjen).  
I forbindelse med det tredje spørgsmål tydede svarene på, at de studerende har en tendens til 
at forstå de rationelle og de irrationelle talmængder som lukkede under addition og 
multiplikation2. Det er typisk, at de studerende i samtalerne giver algoritmiske eksempler for 
at underbygge deres påstande. Deres forståelse for irrationelle tal bygger ofte på, at 
irrationelle tal kan repræsenteres af uendelige decimaltal uden gentagende mønstre. 
Derudover ser forfatterne tegn på, at tallet √3 + √2 ikke bliver forstået som et matematisk 
objekt, men derimod som en proces (mens tallet 3√2 ofte bliver set som et tal).  
Opsamling og et didaktisk råd 
Til sidst samler artiklen op på årsagerne til studerendes vanskeligheder med irrationelle tal: 
 
 Stor tendens til at forstå irrationelle tal udelukkende som repræsenteret af uendelige 
decimaltal 
                                                        
2 Jeg synes (Jesper Nymann Madsen) at disse spørgsmål om multiplikation og addition er lidt problematiske, for 
det er fortsat et åbent spørgsmål om f.eks. e+π eller e∙π er irrationelt eller rationelt.  
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 Manglende forståelse for irrationelle tal som matematiske objekter 
 En tendens til at tror at irrationelle tal er lukkede under multiplikation og addition 
De ser en fare for at introducere de irrationelle tal udelukkende vha. eksempler som √2 og π, 
for mange elever kan dermed nå frem til den intuitive forståelse, at der i virkeligheden ikke er 
ret mange af irrationelle tal.  
Limits, Cornu (1991) 
I teksten af (Cornu, 1991) gives der overordnede forslag til didadiske tiltal i arbejdet med 
grænseværdi baseret på de erkendelsesmæssige problemer, der ses eleverne har med at opnå 
et korrekt begrebsbillede af grænseværdi.  Dette er en forlængelse af eksempel fra Tall og 
Vinner med diskrepans mellem elevens begrebsbillede og det matematisk begrebsbillede og 
begrebsdefinitions. (Tall & Vinner, 1981) 
 
Det er et emneområde som giver særlige udfordringer jf. den efterfølgende gennemgang af 
snublesten, og der kan ikke gives en endelig henvisning på den mest hensigtsmæssige måde at 
undervise i emnet. Det er ikke tilstrækkelig at opbygge undervisning ud fra en logisk 
deduktion og begrebsdefinitioner, hvilket studier har vist er generelt gældende når vi har med 
den mere abstrakte matematik at gøre. 
 
Det anbefales at starte op med aktiviteter der får eleverne til at italesætte deres forforståelse 
af begrebet, herunder specielt den sproglige forforståelse af ord som grænseværdi, 
kontinuerte, uendelighed og andre ord der vil indgår i forløbet.  Da ord som grænse er ord, 
der bruges i det daglige talte sprog, opstår der let forkerte forståelse af de matematiske 
begrebsbillede af objektet grænse. På samme vis vil elevernes tidligere kendskab til 
funktioner hovedsagligt være til knyttet lineære, monotone funktioner kan det skabe 
begrænsning i forståelse af kontinuitet.   
Det fremhæves at de opgaver ,der indgår først, skal være konkrete problemer, så det ikke blot 
bliver rent algebraiske opgaver såsom at finde grænseværdien af et produkt. Eleverne skal 
opleve at det er et værdifult værktøj.  
Der gives ingen eksplicitte eksempler på ovenstående aktiviteter eller opgaver. Der henvises 
til alternative tilgange som findes i samme bog, som dette kapitel, Limits indgår, i 
henvisningerne findes side 165 og 166.   
 
Da det er velkendt blandt undervisere at dette er et svært område simplificeres det ved de 
givne eksempler og sammenkobling med hverdagens brug af ord som kontinueret,  men disse 
simplificeringer giver ofte forkerte og også modstridende billeder af objektet grænseværdi. 
Disse billeder fastholdes også efter der er introduceret en formel begrebsdefinition. Det er 
vigtigt at være opmærksomme på disse snublesten (erkendelsesmæssige forhindringer). 
Bachelard angiver at de er uundgåelige i erhvervelse af ny viden.  
At eleverne har erkendelsesmæssige problemer med grænseværdi, kontinuitet mm. kan 
sammenlignes med de historiske snublesten, der har været inden Weierstrasses formelle 
begrebsdefinition. Definitionen i sig indikere også at det er et svært objekt at få greb om, da 
definitionen er formuleret som en proces. 
 
“The construction of pedagogical strategies for teaching students must then take such 
obstacles into account. It is not a question to avoid them but, on the contrary, to lead the 
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student to meet them and to overcome them, seeing the obstacles as constituent parts of the 
revised mathematical concept which are to be acquired.” (Cornu, 1991, s. s 162) 
 
Det er vigtigt at være opmærksomme på ,at der må forventes at der opstår 
erkendelsesmæssige forhindringer/snublesten ved læring af moderne matematik. Der vil 
undervejs ved tillæring af nyt være brug for at sænke hastigheden, få reflekteret og ryddet ud 
i viden der er utilstrækkelig, forkert i relation til det nye objekt.  Hvilket kan være en 
krævende kognitiv omstrukturering.  
Students´ Understanding of the Relationship Between Fractions and Decimals, 
Markovich og Sowder (1991) 
 
Artiklen af  (Markovits & Sowder, 1991) fremføre at elevers forståelse af sammenhængen 
mellem brøker og decimal tal kan opdeles i tre niveauer: 
 
1. Elementær forståelse. Hvilket fremgår af at eleven ved at der er en sammenhæng 
og det er muligt at have et udtryk hvor begge  repræsentationer indgår f.eks. 
0,5 +
1
2
 
2. Konversions forståelse. Dette fremgår af at eleven ved problemløsning kan skifte 
fra den en repræsentation til den anden. 
3. Fuld (relationel) forståelse. Dette fremgår f.eks. af at eleven vælger den 
repræsentationsform, der er mest hensigtsmæssigt at anvende i den givne 
situation. 
 
Denne opdeling af forståelse kan anvendes i diagnosticerings og interventions  forløb, ligesom 
den kan bruges til at tilrette undervisning, så denne tilrettelæggelse ud fra det niveau 
eleverne er på. Diagnosticerings test kan laves ud fra de opgaver der findes i teksten. Disse 
opgaver har været anvendt til at identificere de ovenstående tre trin i elevernes forståelse af 
sammenhængen mellem brøker og decimaltal.3 
 
Testen blev udført før og efter eleverne havde haft to undervisnings forløb i henholdsvis 
brøker og decimaltal. Hvor den sidste dækkede en enkelt lektion, hvor eleverne skulle 
sammenligne brøk og decimale, herunder placering af disse på en den samme tallinje. Dette 
blev fulgt op med interview af 20 udvalgte elever. 
 
Hovedkonklusionen er at der ikke kan forventes at eleverne efter undervisning i henholdsvis 
brøker og decimaltal og få eksempler på sammenhængen, derefter selv kan udvikle et korrekt 
begrebsbillede af sammenhængen mellem brøker og decimaltal. En anden vigtig resultat af 
undersøgelse er at relativ få elever kunne anvende en anden repræsentation end den givne i 
opgaven (niveau 3). I den pågældende opgave var der tegnet tolv æbler, hvor eleverne blev 
bedt om at farvelæge 0.5, hvilket mange ikke var i stand til. De blev så bedt om at farvelægge 
½ hvilket en del flere var i stand til. Halvdelen af disse kunne herefter se sammenhængen 
mellem decimaltallet og brøken (niveau 2), trods dette benægtede flere af disse at de kunne 
farvelægge 0,5 med begrundelse, at dette er fem tiendedele men der er tolv æbler. 
                                                        
3 “I 57 spørgsmål fra Professoren” er de tilsvarende opgaver: 13, 28, 30, 41, 42, 48 
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Baggrunden for artiklen er en del af en større undersøgelse, hvor der indgik tyve 6. klasses 
elever fra en amerikansk middle school (svarende til mellemtrinet i Danmark). Eleverne var 
udvalgt ud fra de havde blandede forudsætninger.  
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Indledning 
Ræsonnementer og beviser er en central del af gymnasiematematikken, særligt på B- og A-niveau. I 
læreplanen for matematik på A-niveau i det almene gymnasium hedder det således eksempelvis, at 
eleverne skal kunne ”redegøre for matematiske ræsonnementer og beviser samt deduktive sider ved 
opbygningen af matematisk teori”. Ræsonnementer og beviser vil altså være et væsentligt element i 
undervisningen på ethvert matematikhold, og de kommer i spil i mange forskellige sammenhænge, fx 
argumentation for fremgangsmåden ved opgavebesvarelser og ved forståelse og gengivelse af beviser fra 
lærebogen. Det tilstræbes også, at eleverne opnår en vis evne til selv at producere argumenter for 
matematiske udsagn.  
Erfaringsmæssigt hører ræsonnement og bevisførelse til de sværere sider af matematikken for eleverne. 
Det er derfor for læreren en væsentlig opgave i al almindelighed at understøtte elevernes forståelse af den 
særlige form for argumentation, som anvendes i matematik, og den særlige status, som matematiske 
udsagn har set i forhold til hverdagsudsagn. I nærværende sammenhæng er det centralt, at det i 
særdeleshed vil være en væsentlig opgave for matematikvejlederen, idet mange elever med 
matematikvanskeligheder må forventes at have problemer med ræsonnement og bevisførelse.  
I dette projekt har vi valgt at fokusere på både elevernes forståelse af givne matematiske ræsonnementer 
og deres evne til selv at producere matematiske ræsonnementer. Disse to aktiviteter er nært forbundne, 
men erfaringen og litteraturen fortæller os også, at de oftest er meget forskellige i sværhedsgrad. Som 
udgangspunkt for vores arbejde har vi valgt følgende problemformulering: 
 
Hvad ligger bag elevernes vanskeligheder med henholdsvis at forstå og producere matematiske 
ræsonnementer, og hvilken rolle spiller elevernes specifikke matematikforestillinger i denne 
sammenhæng? 
 
Med forståelse af et matematisk ræsonnement menes, at eleven kan følge og forklare de enkelte 
argumenter, som ræsonnementet består af, og at det derigennem erkendes, at konklusionen er en 
nødvendig følge af forudsætningerne. Hvad angår produktion af et matematisk ræsonnement menes, at 
eleven på egen hånd med udgangspunkt i givne forudsætninger kan generere og forklare en kæde af 
argumenter, der fører til en ønsket konklusion. Baggrunden for vores opdeling af emnefeltet i disse to 
aktiviteter er som nævnt deres tilsyneladende forskel i sværhedsgrad, idet forståelse typisk er lettere end 
produktion. Vi finder det derfor væsentligt at klarlægge, hvilke faktorer der specifikt ligger bag 
vanskeligheder med hver af de to aktiviteter, men samtidig vil relationen mellem dem også blive behandlet. 
Begrebet matematikforestillinger henviser til det, der i den engelsksprogede litteratur kaldes beliefs, fx hos 
Op ’T Eynde, de Corte og Verscaffel (2002).  
Arbejdet med eleverne har primært fundet sted på Aarhus Statsgymnasium (AASG) og Hansenberg 
Gymnasium (HB-gym). Begge steder blev detektionstesten ”23 spørgsmål fra professoren” anvendt til en 
første udpegning af elever, der kunne være interessante at arbejde med i matematikvejledningen. Det 
næste trin var en fælles dag på HB-gym, hvor der blev foretaget en første afgrænsning af elevernes 
problemer med ræsonnement og bevisførelse. Resultaterne af denne klassediagnosticering behandles i 
rapportens første centrale del, ”Case fra HB-gym”. I samme del behandles herefter nærmere 
diagnosticering af enkeltelever fra klassen gennem interviews og den efterfølgende intervention. Her 
arbejdes der med eleverne Sonja og Sarah. Der gives desuden en evaluering af de to elevers udbytte af 
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interventionen. Rapportens anden centrale del, ”Case fra Aarhus Statsgymnasium” følger i det store og hele 
samme struktur. Her foretages der også en generel diagnosticering af en klasse, efterfulgt af en nærmere 
diagnosticering af en enkelt elev, Amalie. Interventionen foregår såvel på klasseniveau som ved individuelle 
samtaler med den Amalie, men der afsluttes med en evaluering af klassen som helhed og et efterfølgende 
interview med den Amalie.  Rapporten afsluttes med en samlet diskussion, der sammenfatter de 
væsentligste resultater fra arbejdet med de to cases, efterfulgt af en konklusion. 
I forbindelse med diagnosticering, intervention og evaluering af intervention har vi anvendt en del 
materiale i form af matematiske opgaver, ræsonnementer, beviser mv. Disse kan findes i bilagene 1-5. Der 
vil i rapporten blive refereret til de relevante bilag. I appendiks findes sammenfatninger af den litteratur, 
der har været knyttet til dette semester.  
Vi har valgt ikke at lave et selvstændigt teoriafsnit i selve rapporten. Når det er relevant, refereres der til 
den litteratur, som man kan finde beskrevet i appendiks. I nedenstående skema ses en oversigt over de 
mest centrale teorier, som er anvendt i forbindelse med diagnosticering og intervention. 
Brugte teorier Hvad blev teorierne primært brugt til 
Healy og Hoyles (2007) Opgaver og fortolkninger blev brugt I forbindelse med 
diagnosticeringen samt til en forståelse for, hvorfor det er 
væsentligt sværere at producere end at forstå beviser. 
Dreyfus (1999) Forholdet mellem at give en forklaring og forstå en forklaring 
samt en påpegning af, at matematisk sprog og de socio-
matematiske normer er afgørende i den forbindelse. 
Harel og Sowder (2007)  Forståelse for bevisskemaer samt hvilke udfordringer det giver 
for matematiklæring, at elever f.eks. har eksterne 
bevisskemaer.  
Hanna (1990) Skelnen mellem beviser der beviser, og beviser der forklarer. 
Op't Eynde et al. (2002) Matematikforestillinger samt klynger af 
matematikforestillinger. 
Yackel og Cobb (1996) Hvordan socio-matematiske normer påvirker matematiklæring. 
Epp (1998) Hvordan det styrker elevernes forståelse for deduktive beviser, 
hvis man tager udgangspunkt i en kendt konkret situation og 
argumenterer for overgangen til den matematisk deduktive 
formulering. 
Bell (1976) Undervisning i deduktive bevisers struktur 
EMS  (2011) Vigtigheden af forståelse for generaliteten af et matematisk 
bevis. 
Pimm (1990) Fokus på elevernes evne til at læse matematiske 
ræsonnementer. 
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Case fra HB-gym 
Detektion 
De ”23 spørgsmål fra professoren” blev som nævnt i indledningen brugt til at lave en første identifikation af 
elever fra 1. g BiotekMat på HB-gym, der måtte have problemer med ræsonnementskompetence. 
Detektionstesten indeholder tre forskellige typer af spørgsmål. Den ene type, som der var 12 af, var 
multiple choice spørgsmål, den anden type indeholdt spørgsmål, hvor eleverne skriftligt skulle begrunde et 
matematisk argument, og endeligt en tredje type hvor eleverne først skulle svare på et multipli choice 
spørgsmål og derefter argumentere for deres svar. Spørgsmålet opstod hvordan disse forskellige 
spørgsmålstyper skulle pointsættes, så det samlede resultat kunne vurderes. Vi valgte at multiple choice 
spørgsmålene kunne give 0 eller 3 point, og et spørgsmål eller delspørgsmål, hvor eleverne skulle 
argumentere, kunne give op til 5 point afhængigt af kvaliteten af argumentet. 
De 18 elever i klassen (to var fraværende) fik i princippet ubegrænset tid til at svare på opgaverne; i praksis 
brugte enkelte elever op til knap to timer.  Detektionstesten blev givet kort efter skift fra grundforløb til 
studieretningen med den følge, at hovedparten af eleverne skiftede matematiklærer til Tina. Hun havde 
dog på forhånd forventet at to af tre elever fra tidligere hold havde problemer med 
ræsonnementskompetencen ud over enkelte snublesten i relation til begrebsdannelse og 
symbolformalismen. På figuren ses boksplot for klassen. 
 
Sammenlignet med 2.g klassen fra Aarhus er spredningen mindre (se senere). Ikke overraskende er 
maksimum point og medianen højere i 2. g klassen, da det må forventes, at disse har været mere 
eksponeret til ræsonnementskompetencen, herunder bevisførelse.  
I forhold til vores egen forventning til elevernes besvarelse (vi havde inden udlevering af test lavet en 
besvarelse, som vi forventede en typisk elev ville besvare den) var der overraskende få af eleverne, der 
svarede nej til spørgsmålet ”ethvert tal er lig med nul? ” (Spørgsmål 5). Kun 8 svarede nej, 5 ja og 5 kunne 
ikke svare. Det var overraskende, at så mange svarede forkert til et spørgsmål, hvor det i en anden 
sammenhæng (uden for matematiklokalet) stadig forventes, at alle vil svare nej til at ethvert tal er nul. Til 
spørgsmål 7 hvor vi havde forventet at eleverne ville begrunde forbuddet mod at dividere med nul med, at 
det bare var noget man havde vedtaget, valgte ingen elever dette forkerte svar. Til gengæld viste vores 
forventning, om at empiriske eksempler ofte ville blive brugt af eleverne som argumentation, sig at være 
korrekt. 
Af de to elever, som Tina havde mistanke om på forhånd befandt den ene elev, Sarah sig under nedre 
kvartil med 31 point, denne elev blev senere valgt ud til interventionsforløb. Den anden elev havde en del 
flere point, 50, men her var der fejl i relativt mange begrundelser. Under en diagnosticeringssamtale, viser 
det sig at eleven har meget svært ved/kan ikke se forskel på egne forkerte begrundelser og andres korrekte 
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ræsonnementer, der viser sig også en stærk fejlforestilling om egen matematiske forståelse. Da lærerens 
kendskab til eleverne var begrænset, var det potentielt alle elever med score på 35 og under, udvalgt til 
nærmere diagnosticering, samt to elever, der ikke havde deltaget i testen, men som efterfølgende havde 
givet udtryk for, at de havde svært ved at følge andre elevers begrundelser. Der blev altså ikke her lagt så 
meget vægt på begrundelserne i detektionstesten som for 2.g klassen i Aarhus, da der ikke forventes at 
eleverne midt i 1.g har været så eksponeret til dette. 
Efter gennemførelse og behandling af detektionstesten valgte vi at mødes alle tre på HB-Gymnasium og 
foretage en uddybende undersøgelse af klassen. 
Diagnosticering  
Diagnosticering blev således delt i to trin. Første trin foregik som en del af klasseundervisning, hvor vi alle 
tre var tilstede. Her ud fra blev der udvalgt elever, der blev interviewet enkeltvis af Tina. Dette blev 
videofilmet, så alle efterfølgende kunne vurdere det skete. Væsentlige aspekter af disse to trin gennemgås i 
det efterfølgende. 
En første afgrænsning 
Der er tale om en 1g HTX-klasse med matematik på A-niveau. Der er mange dygtige elever i klassen, men på 
baggrund af detektionstesten var der også identificeret elever, som kunne være af særlig interesse i det 
videre forløb. For at kunne have fokus på de forskellige niveauer blev eleverne inddelt i grupper. De 6 der 
var identificeret som elever med mulige læringsvanskeligheder med ræsonnement kompetencen, blev 
placeret i to grupper sammen, tre andre hvor der var tvivl blev placeret i en tredje gruppe. Resten af 
eleverne der både i detektionstesten og på klassen havde vist sig stærke til at begrunde og følge logiske 
argumenter blev fordelt i tre grupper. 
Formålet med dagen var at skabe et første overblik over forestillinger om og vanskeligheder med 
ræsonnement og bevisførelse hos klassen som helhed, og hos de identificerede elever i særdeleshed. Vi 
havde to klokketimer til rådighed og fremgangsmåden var en kombination af klassediskussion og en række 
opgaver omhandlende ræsonnement og bevisførelse, som eleverne skulle arbejde med i grupperne. Under 
sekvenserne med gruppearbejde observerede vi eleverne, med særligt fokus på de elever, som vi havde 
identificeret ved hjælp af detektionstesten, lad os her kalde dem Jens, Sonja og Sarah.  
Opgaverne til gruppearbejdet kan ses i bilag 1. De blev udvalgt med udgangspunkt i litteraturen og skulle 
blandt andet tjene til at belyse følgende fænomener: 
- Elevernes matematikforestillinger 
- Empiriske vs. deduktive bevisskemaer 
- Forståelse vs. produktion af ræsonnementer 
- Skelnen mellem beviser, der beviser, og beviser, der forklarer 
I løbet af de to timer indsamlede vi ved lydoptagelse en stor mængde data, som havde relevans for disse 
fokuspunkter. Det er ikke muligt her at give en udtømmende behandling af resultaterne, men i det følgende 
fremhæves nogle centrale pointer. Inden da vil vi dog først kort se på, hvilke indsigter man kan opnå ved at 
arbejde med en hel klasse med matematikvejlederens briller på. 
Socio-matematiske normer 
Ud over fokuspunkterne nævnt ovenfor var det også interessant at se på de sociale dynamikker i grupperne 
og i klassen som helhed. Flere forfattere, herunder Schoenfeld (1992 ) og Cobb og Yackel (1996) 
understreger vigtigheden af, at matematik er en social aktivitet, der foregår i et matematisk fællesskab. 
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Eleverne socialiseres ind i en bestemt kultur, hvor man har en bestemt måde at tænke og kommunikere på. 
Det betyder blandt andet, at der udvikles bestemte socio-matematiske normer, som til stadighed 
forhandles mellem eleverne og læreren, og mellem eleverne indbyrdes.  
Forhandlingen af socio-matematiske normer kunne vi observere i flere situationer i grupperne, men det 
mest slående eksempel var måske i klassediskussionen af ”klippebeviset” for Pythagoras’ sætning (se bilag 
1). En dygtig elev havde på fin vis forklaret beviset ved tavlen, men Sarah forstod ikke helt forklaringen. Hun 
kom herefter til tavlen og gav sin forklaring, som i det store og hele var den samme som den dygtige elevs, 
dog med mindre stringens og færre detaljer. Dette gav anledning til en diskussion i klassen af, om det i 
virkeligheden ikke var det samme, de to elever havde sagt. Det mente de fleste i klassen, og lærerne var 
langt hen ad vejen enige, men situationen gav også mulighed for at pege på, hvad der skal til for at en 
matematisk forklaring er ”god nok”. Sådanne socio-matematiske normer spiller ifølge Cobb og Yackel en 
vigtig rolle for elevernes tilegnelse af ræsonnementskompetence, og de er derfor vigtige at holde sig for 
øje. 
Matematik handler om at regne opgaver 
Sonja og Jens’ gruppe blev optaget i forbindelse med deres arbejde med de konkrete målinger på trekanter. 
Som det ses i bilag 1 var nogle af trekanterne retvinklede, og de skulle kontrollere, om trekanterne stemte 
overens med Pythagoras’ sætning. På et tidspunkt blev det af læreren problematiseret, om man kunne 
forestille sig en retvinklet trekant, der ikke opfylder sætningen: 
Lærer: Kan man ikke komme med en retvinklet trekant, hvor det ikke passer? 
Sonja: Hvis du ikke kender a eller b, så har du et problem. 
Det kan naturligvis være farligt at fortolke for meget på dette korte svar, men set i lyset af senere 
udtalelser, så tyder det på, at Sonja først og fremmest opfatter Pythagoras’ sætning som et redskab til 
konkrete beregninger. Ideen med spørgsmålet var egentlig at undersøge, om gruppen forstod 
universaliteten i sætningen, men det var ikke det, der blev dagsordenen for Sonja. Det samme fænomen 
dukkede op senere i processen, hvor det af læreren blev problematiseret, om der i en ikke-retvinklet 
trekant ABC kan gælde 𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2. 
Lærer: Sådan én som den der (peger på stumpvinklet trekant), tror I Pythagoras passer på den? 
Sonja: Hvis man deler den op i to, så har du den fulde længde her. Den er nok 3, og så bliver det 3 divideret 
med 2. Så ved du den er retvinklet, og så ved du, at du har 1,5 cm her. Vi har også den her, nu siger vi bare 
at den er 4. Så kan du sætte den op sådan at det er b, a og c. 
Herefter viste Sonja, hvordan man kunne bruge Pythagoras til at beregne en side. Igen kom det altså til at 
handle om konkrete beregninger. Der synes at være en matematikforestilling på spil her, som handler om, 
at i matematik skal man regne opgaver (Op't Eynde, de Corte, & Verschaffel, 2002). Det var meget svært for 
Sonja at indgå i en diskussion af sandhedsværdien og dækningsgraden af en matematisk sætning. I det hele 
taget havde hun svært ved at bruge sin viden om Pythagoras’ sætning til at svare på spørgsmålene. 
Grundlæggende ser det ud til, at Sonja har en mangelfuld forståelse for, hvad en matematisk sætning er. I 
dette konkrete tilfælde går hendes matematikforestilling på, at Pythagoras’ sætning er til for at man kan 
regne de opgaver, som man bliver stillet. 
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Forståelse vs. forklaring 
Der viste sig i grupperne en klar tendens til, at forståelse af et ræsonnement eller bevis ikke nødvendigvis 
betyder, at man kan forklare det fyldestgørende. Ét eksempel var i Sonja og Jens’ gruppe, hvor de var 
kommet til en forståelse af klippebeviset for Pythagoras: 
Jens: Jeg kan godt se det, jeg ved bare ikke, hvordan jeg skal forklare det. 
Sonja: Du har de to firkanter, du har fyldt det der ud, det er jo bare dem, der er rundt om her. Hvis du tager 
dem, og så bare lægger dem sådan der, så har du to firkanter. De firkanter det er så a og b, og hvis du tager 
dem sammen, så har du c.  
 
Sonjas argumentation var kombineret med, at hun pegede på de forskellige figurer, så den var ikke helt så 
rodet, som det umiddelbart kan fremstå. På den anden side levede argumentationen heller ikke op til den 
stringens, som læreren kunne ønske. I Sarahs gruppe viste det sig også, at forklaring af argumenter er 
sværere end forståelse i forbindelse med det andet bevis for Pythagoras’ sætning: 
Lærer: Det virker som om, at I forstod argumentet? 
Sarah: Ja, det er bare svært at skrive ned. Det er bare lige, hvordan jeg skal formulere mine ord i mit hoved 
ned på et stykke papir, for jeg synes altid det bliver klumpet. Og så fatter jeg det ikke en gang selv bagefter, 
for så bliver jeg altid så forvirret. 
Tommy Dreyfus (1999) har netop beskæftiget sig med, hvorfor det er så svært at give en forklaring, selvom 
man har forstået spørgsmålet og svaret. Én af årsagerne finder Dreyfus i de socio-matematiske normer om, 
hvad der udgør et acceptabelt matematisk argument. Et andet problem er manglen på et matematisk sprog 
til at forme sine argumenter med, hvilket blandt andet skyldes for lidt erfaring med matematiske 
forklaringer. Også Healy og Hoyles (2000) påpeger, at det er væsentlig sværere for elever at producere et 
korrekt bevis end at forstå et allerede givet. 
De ovenstående eksempler er to blandt mange på, at det er svært for eleverne at fremføre passende 
argumenter, selvom de har en forståelse for dem. Dette peger på, at man i matematikvejledningen skal 
tænke i en progression fra forståelse til produktion, og at forståelse i nogle tilfælde vil være den realistiske 
målsætning. Med hensyn til forståelse af matematiske ræsonnementer viste der sig desuden en anden 
tendens i grupperne. Flere elever har svært ved at finde ud af, hvordan de skal læse matematik. De læser 
ofte uden at reflektere over, hvad der egentlig står. Det bliver således en ret mekanisk oplæsning, hvor der 
ikke stoppes op for hvert argument. På den måde bliver en kæde af argumenter hurtigt uoverskuelig, og 
der synes her at ligge en opgave i at lære eleverne, hvordan man bryder et bevis eller ræsonnement op i 
mindre bidder, som man efter tur sætter sig ind i. Man kan i øvrigt at bemærke, at eleverne i flere tilfælde 
retfærdiggjorde udsagn ved, at de jo stod i teksten, eller at læreren havde sagt det. Her kan man tale om 
autoritative bevisskemaer (Harel & Sowder, 2007). Sådanne bevisskemaer er ikke befordrende for 
elevernes arbejde med at forstå argumenterne i et bevis, fordi de slet ikke overvejer korrektheden af dem. 
Hvad er et godt bevis? 
I litteraturen er der flere eksempler på, at mange elever har en empirisk tilgang til beviser, eller med andre 
ord at de har empiriske bevisskemaer. Et af kendetegnene ved empiriske bevisskemaer er, at matematiske 
påstande forsøges godtgjort gennem konkrete eksempler (Education Committee og EMS, 2011). Dette viste 
sig også i flere tilfælde i grupperne. I Sarahs gruppe skulle de på et tidspunkt argumentere for, at både 2 og 
3 går op i (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 ∙ (𝑛 + 1), hvor 𝑛 er et naturligt tal. Dette var et led i beviset for, at 6 går op i 𝑛3 − 𝑛 
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for alle 𝑛. Det tog et stykke tid for dem at finde ud af, hvad der egentlig foregik, og det var nødvendigt at 
inddrage konkrete taleksempler: 
Lærer: 3 må gå op i enten det første, det mellemste, eller det sidste tal. Giver det mening for jer? 
Elev: Ja, for hvis du nu siger, det var 8, så bliver det jo 9 der, og det går 3 op i. 
Lærer: Ja. 
Og senere, angående delelighed med 2: 
Lærer: Man skal jo egentlig tænke på 2-tabellen. 
Elev: Hvis nu der stod 4, 5 og 6, så ville 2 gå op i 4 og 6. Og 3 ville gå op i 6. 
 
Egentlig er det jo fint, at eleverne undersøger situationen ved hjælp af konkrete tal, men man kunne ønske, 
at de kunne forklare ideen i dette tilfælde i mere generelle termer. Det var meget svært for dem. I en af de 
andre grupper var der også et eksempel på, at man forsøgte at argumentere for en universel påstand 
gennem eksempler. En elev i gruppen konstaterede med stor begejstring, at der også gælder, at 6 går op i 
𝑛4 − 𝑛. Hun havde prøvet med 𝑛 = 1 og 𝑛 = 3. Igen, der er bestemt ikke noget galt i at udforske 
sammenhænge ud fra konkrete tal. Problemet er konklusionen, at hendes udsagn gælder generelt. Gennem 
yderligere eksperimenter foreslået af læreren blev hun da også klar over, at der ikke er tale om et 
almengyldigt udsagn. 
Det er også karakteristisk, at mange elever ikke opfatter beviser som noget, der etablerer sandhed. Beviser 
ses som noget helt separat fra, hvad man ellers laver i matematik. I en af grupperne skulle de argumentere 
for, at 593 − 59 er deleligt med 6 efter gennemgangen af beviset for det generelle tilfælde.  
Lærer: Hvordan kan man argumentere for det der? 
Elev 1: Altså vi ved i hvert fald, at 2 går op i 58, og 3 går op i 60. Og det er jo et bevis. Og så bare lige for at 
se, så tog vi den på lommeregneren, og der gav det 1,6 – og det giver jo ingen mening. 
Elev 2: Jeg prøver lige at tage den forfra (sidder med lommeregneren). Nu tror jeg faktisk, den giver noget 
helt andet. Ja, nu giver det mening! 
Her ser man, at eleverne ikke har forstået, at beviset har etableret, at sætningen gælder for alle naturlige 
tal. De kørte proceduren igennem igen, i stedet for at konstatere, at det må gælde, fordi 59 er et naturligt 
tal. De følte også et behov for at tjekke det med lommeregneren. De var altså stadig åbne for den 
mulighed, at der kunne være modeksempler. Noget lignende blev observeret i en af de andre grupper. Jens 
havde fået konstateret ved hjælp af lommeregneren, at det passer med 59. Han ville gerne kontrollere, at 
det også gælder for ”store” tal og prøvede med 660, hvorefter han udstrålede glæde over, at det også 
passede i dette tilfælde. 
Disse eksempler på den empiriske tilgang siger også noget om elevernes matematikforestillinger. 
Tankegangen i matematiske beviser er helt anderledes end hvad eleverne møder i dagligdagen, og for den 
sags skyld i andre fag: ”The concept of formal proof is completely outside mainstream thinking” (Education 
Committee og EMS, 2011, s. 51). Eleverne skal simpelthen lære en helt ny måde at tænke på, når de skal 
arbejde med beviser, og undervisningen skal understøtte, at elevernes matematikforestillinger ændres i 
denne retning. Det ultimative mål er at flytte eleverne fra en empirisk til en deduktiv tilgang til bevis. En 
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interessant vinkel er her i øvrigt, at det kan være svært for eleverne at forstå, at det faktisk i visse tilfælde 
er korrekt at anvende konkrete (mod)eksempler. I Sonjas og Jens’ gruppe var der problemer med at 
argumentere for, at   (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 ∙ (𝑛 + 1) er deleligt med både 2 og 3. I dialogen må læreren flere gange 
bruge tal som modeksempler, som da Jens siger, at tallet 2 går op i alle hele tal, og Sonja at 3 går op i alle 
hele og ulige tal.  Eleverne hører her, at læreren bruger taleksempler som argument, så det kan være svært 
for dem at se, hvorfor de i andre tilfælde ikke må gøre dette. Kan det forventes, at de er opmærksomme 
på, at konkrete eksempler her bruges som argument til at vise, at noget er ikke er korrekt, hvor de bruger 
eksempler for at vise, at noget altid må gælde? Dreyfus (Dreyfus, 1999) vil gerne have os til at analysere 
bl.a. egen praksis, da der bl.a. her kan findes forklaringer på hvorfor eleverne har det svært med beviser.  
En sidste observation, der skal nævnes her, handler om elevernes præferencer, når der er flere beviser for 
den samme sætning. Vi havde mulighed for at undersøge dette aspekt ud fra de to beviser for Pythagoras’ 
sætning, som kan ses i bilag 1. Mange elever foretrak klippebeviset, når det handlede om at forstå 
argumenterne. Med Gila Hannas (Hanna, 1990) begreber kan man sige, at det er et bevis, der forklarer, i 
hvert fald i højere grad end det andet bevis, som i højere grad er et bevis, der beviser. Interessant nok var 
der dog flere elever, der tilkendegav, at de hellere ville bruge beviset med de ensvinklede trekanter til 
eksamen. De fandt det mere ”matematisk”, fordi det involverede en større grad af algebraisk manipulation. 
Dette stemmer fint overens med observationer fra litteraturen af elevers matematikforestillinger, nemlig at 
et rigtigt bevis i mange elevers bevidsthed indeholder symbolmanipulation (Harel & Sowder, 2007). Det kan 
måske også være grunden til, at mange elever konkluderer, at alle tal må være lig med 0 i opgave 5 i 
detektionstesten. Her kan der igen være autoritative bevisskemaer på spil. Opgaven er at lære eleverne at 
bedømme sandhedsværdien af matematiske udsagn ud fra argumenterne, og ikke ud fra eksempelvis 
overfladiske karakteristika ved en tekst. De skal lære at læse, fordybe sig i og forstå matematiske 
ræsonnementer. 
Diagnosticering del 2 
Evaluering af de to timers forløb bekræftede, at de identificerede elever var relevante. Tre blev udvalgt ud 
fra, at det så ud til at de havde samme problemer og ville kunne indgå i et forløb sammen. Efter tilsagn til at 
deltage valgte den ene dog af personlige årsager ikke at deltage. De to sidste, Sarah og Sonja, blev 
interviewet hver for sig med udgangspunkt i spørgsmål fra detektionstesten, samt opgaverne i bilag 2, der 
er oversat fra Healy and Hoyles (Healy & Hoyles, 2000). Disse opgaver havde de besvaret selvstændigt 
umiddelbart før første interview, hvor de forklarede deres egne besvarelser, mens de begge var tilstede. 
Afdækning af matematikforestillinger og socio-matematiske norm 
Til det første bevis i bilag 2 vil Sonja vælge Dans eller Anders´s. Anders´s bevis beskriver hun med ”to slags 
ubekendte som man ikke kender – hvor opstiller regnestyk som to ubekendte”. Der ses her igen tegn på at 
hun ikke kan adskille beviser og opgaver. 
I det andet bevis vælger hun Kates besvarelse, da hun bedre kan lide det, når der er tekst på. Altså et valg af 
et narrativt bevis ligesom i første bevis. Mener dog også at Nina og Marias er gode eksempler; men Maria 
mangler dog nogle mellemregninger med parenteser og potenser.  
Dette fortolkes som at eleven har en matematikforestilling om, at der skal bruges bestemte matematiske 
udtryk, når hun skal forklare matematik, da dette ikke er niveauet, hun har vist i undervisningen. Der er 
tegn på, at hun har et manglende matematisk sprog jf. (Dreyfus, 1999), samt ikke forstår indholdet eller 
ikke forholder sig til det reelle indhold i beviset.  
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Sarah angiver, at Dan er mere forståelig, men ”Når jeg tænker over det så siger Bonnie det samme”. 
Umiddelbart kan man opfatte Bonnies bevis som et ufuldstændigt empirisk bevis, men som Healy og Hoyles 
opdager ved interview af elever, ser de det som et bevis hvor alle tilfælde er afdækket (Check of full finitive 
set of cases jf. (Bell, 1976)). Sarahs kommentar tyder på, at hun også har indset, at dette er tilfældet. 
Hun mener dog at Anders er bedre, da der indgår a og b. 
Til spørgsmålet om hvilken hun vil vælge i beviser 2 siger hun: ” Lone, den måde som jeg har lært, ikke så 
meget tekst ind over. Jeg har det bedre når matematisk sprog og tal er skudt væk fra hinanden. Når a og b 
så ikke rart ... Der er ikke så meget matematisk sprog”. Til eksamen mener hun, at det vil være bedre at 
gøre som Nina, fordi man kan følge hendes tankegang - der er en god fremgangsmåde og opstilling.  Maria 
er også et godt eksempel, men Sarah siger dog at hun ikke kan følge hendes tankegang og synes også som 
Sonja, at der mangler mellemregninger.  
Sarah angiver klart at hun foretrækker selv at lave empiriske beviser, men ved at der forventes mere. Der 
ses en autoritet over for beviser med bogstaver, og hun formår ikke at se fejl i Marias bevis. Der ses altså 
både empirisk Dette svarer til ydre rituel bevisskema, (Harel & Sowder, 2007). 
Med hensyn til de sætninger de selv skal bevise gør Sarah som hun har angivet i det forgående, nemlig med 
få konkrete eksempler. Det interessante er, at dette gør Sonja også, selv om hun mener at hun gør det 
mere generelt: 
Sonja: ”Det første jeg gjorde var at skrive 1+1=2, men det er ikke det niveau vi er på. Så 
a= ulige tal 
a+3=a+3 
5+3=8 
Ved ikke hvordan kan lave noget sværere. ” 
For hende var det lige så naturligt, som når vi i andre beviser siger at "a er ethvert tal", så kan vi selvfølgelig 
også sige at a er et ulige tal. Og så søger hun ikke et mere korrekt bevis men et sværere. Hun får indirekte 
her angivet at det med algebraiske udtryk også er svært for hende. 
Læreren talte med Sonja og Sarah om hvorfor et lige tal angives som 2a. Her ud fra finder Sonja frem til at 
et ulige tal kan skrives som 2a-1. Med denne viden bliver de to elever opfordret til at lave et nyt bevis.  
Sonjas bevis: 
(2a-1)+(2a-1)=2a 
(22-1)+(22-1)=23=6 
(23-1)+(23-1)=12 
En manglende erfaring med denne type beviser kan lægges til grund for, at der ikke vælges at bruge a og b 
for at angive, at det kan være to forskellige tal. Det er dog tydeligt, at Sonja ikke selv kan gennemføre et 
algebraisk bevis, spørgsmålet er så om hun kan følge et. 
Sarah starter på tilsvarende vis med:  
(p+q)(p-q) 
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(2a-1+2a-1)(2a-1-2a-1) 
Hun sætter ikke tal ind, men problemer med den symbolske manipulation, giver flere fejl i udledningen, så 
hun ender med -6a+6.  Hun viser dermed, at hun har forstået den overordnede tilgang, men har svært ved 
at drage en konklusion, da hun til sidst vil indsætte et konkret ulige tal på a´s plads. 
Interview ud fra 23 spørgsmål fra professoren 
Interview ud fra elevernes besvarelse af detektionstesten gav et tilsvarende billede af eleverne som 
ovenstående. Men det giver også en angivelse af, hvad der specielt skulle være fokus på i en efterfølgende 
intervention. 
 
Spørgsmål 1. I matematik er ethvert kvadrat et rektangel, og ethvert rektangel er en firkant. Er det så 
korrekt, at enhver firkant er et kvadrat? 
Sarah havde oprindelig svaret ”ja”, men efter længere tavshed ændrer hun det til ”sommertider”. Læreren 
genlæser med tryk på enhver firkant, hvilket får hende til at ændre svaret til nej. Det viser sig også andre 
steder, at når hun får hjælp til at læse teksten kan hun ræsonnere og forstå opgaven korrekt. Dette vises 
også senere i opgave 19, hvor hun korrigerer sit tidligere svar med begrundelse fra opgave 1. 
 
Spørgsmål 5, der indeholder et ”bevis” for at alle tal er lig med nul.   
Sarah har svaret ja til at alle tal er nul. Korrigerer ved at sige, at det jo ikke vil give nul hvis det var et tal og 
skiver så 6=0. Men korrigerer så sig selv ”Vi får jo at vide her at det er nul”. Hun forsøger at sætte tal ind 
forskellige steder i beviset. Her viser det sig, at hun bytter rundt på minus og plus, samt gange og dividere – 
et fænomen der efterfølgende iagttages gentagne gange. 
Ender med at sige at det ”… ikke gælder i omverdenen, men f.eks. i en ligning. Kun i det her bevis” 
Læreren spørger en sidste gang ”Er det sandt at ethvert tal er nul” ”-så nej” er Sarahs endelige svar. Til 
spørgsmålet om beviset er korrekt svarer hun ”Ved ikke om beviset er korrekt. Ved ikke hvad jeg skal kigge 
på om det er korrekt”  
Det er tydeligt at hun har et ydreautoritativt bevisskema – det står i et bevis, så derfor må det være sandt. 
Dette ses også i spørgsmål 21. Hun får dog også selv peget på, at der skal træning i at læse matematik. 
 
Spørgsmål 21. 
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Sarah har i første omgang svaret korrekt på opgaven. Da hun bliver bedt om at begrunde hvorfor de to 
vinkler der er kaldet u er de samme, så er begrundelsen at de begge er tegnet med en buestreg ligesom de 
to vinkler hvor der står w er markeret med to buer, så derfor er det givet at de er ens, og så sætter hun 
trumf på med begrundelsen ”men formlen siger jo også de er det samme”. Altså igen et ydre autoritativt 
bevisskema: det står i et matematisk papir, derfor er det sandt. 
 
Spørgsmål 15. Søren siger, at hvis man laver en ny cirkel ved at halvere i en cirkel, har den nye cirkel både 
halvt så stort en omkreds og halvt så stort et areal. Har Søren ret? 
Et ja begrunder Sarah med, at det er ligesom forstørrelses faktoren. Hvis man tager en trekant og 
forstørrer, vil den stadig have samme vinkel. Her forsøger hun at argumentere ud fra tidligere vist 
matematik – en deduktiv tilgang, men præmissen er forkert. Da hun vil sandsynliggøre det for læreren ved 
usynligt at flytte den lille cirkel over den store opstår der en konflikt. Da hun bliver opfordret til måle på om 
diameteren er halvt så stor afslås det med ”Til eksamen kan jeg ikke bruge det”  
Hun får altså udtrykt et ønske om at kunne matematik på et højere niveau pga. af eget ydre krav om at 
bestå matematikeksamen.   
Sonja viser også under interviewet et autoritativt bevisskema og måske i højere grad end Sarah. Der er også 
indikationer af, at Sonja ikke kan skelne mellem beviser, ræsonnementer og regneeksempler, som vi også 
så i fælleslektionen på klassen. Til spørgsmål 21 svarer hun som Sarah mht. rigtigheden af at vinklerne er 
ens ”Men det står jo på tegningen, teksten siger det” og så fortsætter hun ”Så kan vi bruge det til at regne 
med, men det kræver brug af cosinus, sinus og tangens, men så skal vi måle længderne og så finde 
vinklerne i stedet for u og w”   
Ved hvert nyt spørgsmål starter Sonja med at læse alt teksten op. Det foregår i en lang uafbrudt oplæsning. 
Det skal bemærkes at hun også læser alle symboler op, men der er ingen pauser eller andet der indikerer, 
at hun overvejer, hvad der står.  Det samme er tilfældet for spørgsmål 5 
L: er det sandt at ethvert tal er nul? 
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S: ja for kan plotte alle tal ind – det står her, da det der (hun peger på a og b) er det samme, så derfor giver 
det god mening at det giver nul. 
L: hvad vil det sige at ethvert tal er nul? 
S Alle de ting du prøver f.eks. 3 lig med a og 2 på b´s plads. Ifølge denne regnestykke så vil det give nul. 
Vi ser igen en empirisk tilgang, men her på laveste niveau ifølge Bell (Bell, 1976), da eksemplet er forkert, 
da hun ikke bruger at a er lig med b. 
 
L: Ville det have en betydning hvis en anden spurgte dig, f.eks. engelsk læreren? 
S: Kommer an på sammenhængen. Det her (hun peger på beviset) vil det nok være nul, men andre 
opstillinger så ikke sandt. 
L: Hvad spørges der om i opgaven? 
S: Ved ikke hvordan jeg skal forklare det. Men ikke ethvert tal. F.eks. 6 er det (mumler så det ikke muligt at 
høre hvad hun siger) Alle tal har et nul for vi starter altid på nul. 
L: Er beviset korrekt? 
S: Det har jeg jo forklaret 
Det er her indforstået, at det har hun vist ved at indsætte tal forskellige steder. 
Sonja får her fortalt, at det der kan vises i matematik, det er ikke gyldigt i alle tilfælde, men det betyder ikke 
at beviset er forkert. Matematikken er en parallel verden i forhold til det der gælder i dagligdagen. Men det 
viser også at det kan være svært at få hende til at bedømme om argumenter er korrekte, da det ses hun 
også får lavet sine egne. Det virker som om at det er vigtigt for hende at vise læreren, at hun godt kan finde 
ud af matematik og godt kan følge beviserne, selvom hun i den daglige matematik ofte kommer til kort.  
Der er dog også opgaver, hvor hun viser at hun forholder sig til det der står. Spørgsmål 12 Et 
førstegradspolynomium er for alle tal givet ved forskriften f(x)=ax+b, hvor a ikke er nul. Er f(x) = 0x-2 et 
førstegradspolynomium? 
L: Du har skrevet at du ikke kan svare på opgaven  
S: Nok ikke forstået opgaven. Hvad der bliver talt om, for eksempel førstegradspolynomium 
L: Prøv at læse første sætning igen, hvad er et førstegradspolynomium 
Sonja læser igen og siger så ”Nej, fordi a må ikke være nul” 
Tilsvarende ændrer Sarah også sit svar, efter hun læste teksten igen. 
Opsummering på diagnosticering 
Begge elever har et ydre autoritativt bevisskema. De forholder sig ikke til forudsætninger og argumenter i 
givne beviser, det tages for givet, at det der står er korrekt. Det bryder den didaktiske kontrakt, at der er 
beviser, der ikke er korrekte.  Når de selv skal forsøge at bevise, vælger de en empirisk tilgang. Der er dog 
her en forskel på de to elever, da Sarah godt ved at dette ikke lever op til den socio-matematiske norm. 
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Sonja har en forestilling om, at hun formår at lave algebraiske beviser, men reelt er det empiriske. Hun 
mangler også at kunne skelne mellem beviser og anvendelse af sætninger (opgaveregning).  
Af andre problemer er fejlopfattelse af hvilke værdier vi giver et bogstav altså reelle tal eller hele tal, samt 
betydning heraf. Sonja opfatter det som vi kan give den lige den værdi der er hensigtsmæssigt i situationen 
f.eks. at a er alle et ulige tal. Sarah har gentagene gange vist problem med regneoperationer, hun får f.eks. 
byttet om på addition og multiplikation, det er også muligt at tegn (plus) er blevet koblet til 
regneoperationen multiplikation? 
Målet med interventionen er, at de skal kunne følge og gerne bedømme andres ræsonnementer, hvilket 
både gælder for simple beviser og opgaver. Dette vil kræve, at de er i stand til at læse en matematisk tekst 
og få den delt op i relevante dele.  For Sonja ønskes det også, at hun kan skelne mellem beviser og 
opgaveregning. Det anses på nuværende tidspunkt for urealistisk at sætte som mål, at de selv skal kunne 
udføre et deduktivt bevis.  
Intervention 
Udgangspunktet for tilrettelæggelse af interventionen er at få fat i, hvad skal der til for at kunne forholde 
sig til matematiske ræsonnementer. Når Sonja læser et bevis op, så er det en til en oplæsning, hvor også 
alle symboler medtages, men der er ingen pauser eller anden indikation af, at hun reflekter over hvad der 
står. Sarah bliver frustreret over, at hun ikke forstår hvad hun skal, her drejer det sig både om at forstå 
opgaven, samt forholde sig til indholdet i andres ræsonnementer.  
 
Vi ser det som et grundlæggende problem, at de ikke kan læse matematik. De mangler opmærksomhed på, 
at det kræver, at der skal være fokus på de argumenter, der bruges. Det kræver både at kunne finde 
argumenterne og dernæst vurdere, om der er belæg for argumenterne. Pimm (Pimm, 1990) angiver at mht. 
at læse matematik er der to ting man skal være i stand til. Det ene er at omforme det til lyde, hvor der i 
matematik kan være en ekstra udfordring med den store brug af symboler, der skal omsættes til en 
passende lyd, f.eks. tegnet ”+”, hvor du kun kan sige det hvis du kender dens navn, Pimm (side 180). Der ud 
over kan der også være valget mellem at udtale det som alfabetiske symboler eller betydning: f ´ kan læses 
som ”f mærke” eller ”den afledede”, men ikke som f” apostrof”.  Selvom man er i stand til at læse teksten 
højt ved at omsætte den til lyde, er det ikke givet, at man forstår det læste, så dette angiver han som den 
anden vigtige ting. Man skal kunne forstå det, man læser. Spansk er relativt let at læse, selv om man ikke 
forstår det. Japanerne kan sagtens lære at læse og forstå engelsk, men mange har problemer med at få de 
korrekte lyde ud. De mange symboler er en udfordring i læsning af matematik, men dette ses ikke hos 
Sonja, hvilket kan skyldes, at det er begrænset hvor mange symboler, eleverne har mødt på dette tidspunkt 
i gymnasiet. 
Interventionen skal foregå i minigruppe jf. det sociale aspekt (Cobb & Yackel, 1996). Læringen skal ske i 
interaktion mellem lærer og elev, men mest mellem elev og elev. Læreren skal initiere og eleverne skal lytte 
til og vurdere hinandens argumenter og belæg, herunder i samarbejde finde argumenter og belæg. Det 
mundtlige er ifølge Pimm et vigtigt aspekt i tilegnelse af matematik. Der er tegn på, at det at eleverne får 
sagt deres tanker højt er med til at skabe klarhed og struktur over disse (Pimm, 1990, s. 23).  Dette har vi 
også selv oplevet hvor elever der spørger om hjælp, selv finder svaret når de skal redegøre for os hvad 
problemet er, så finder de selv svaret. Både i Aarhus og Kolding var der eksempler på elever, der under 
diagnosticeringen hvor de mundtlig skulle redegøre for deres skriftlige svar på 23 spørgsmål fra professoren 
selv rettede forkerte svar.  Udover at hjælpe eleverne med at få mere klarhed ved at give dem gode 
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muligheder for at tale matematik, giver det, som Pimm også angiver det, lærere bedre mulighed for indsigt 
i elevernes tankegang, hvilket specielt er vigtigt for matematikvejledere. 
Pimm gør også opmærksom på, at der kan være mange vage formuleringer når eleverne taler om og i 
matematik. Ved at sætte fokus på beviserne og finde konkrete argumenter og belæg kræves det at 
eleverne er præcise for ellers kan de ikke få overbevist hinanden om rigtigheden af det sagte.  
Til disse samtaler vælges der nogle relativt simple beviser, hvor der skal være fokus på at finde 
argumenterne og belæg i tidligere lært matematik. Der skal være progression i kompleksiteten og det skal 
være beviser der forklarer. Det vil ikke være hensigtsmæssigt at bruge syntetiske deduktive beviser, det vil 
jo ikke opbygge en tro på, at de selv senere kan analysere sig frem til nye sammenhænge. Det bør i det 
mindste være beviser, der forklarer (Hanna, 1990). 
Målet er altså ikke, at de selv skal kunne lave ræsonnementerne, men at de kan følge og finde andres.  
Beviser der anvendes i interventionen. 
Beviserne, der refereres til i det følgende, findes i bilag 3. 
Der startes op med udledning af potensregneregler. De første sætninger gives med empiriske eksempler, 
og derefter gives der algebraiske eksempler. Dette er relativt simple udledninger, hvor der kan henvises til 
kun en definition og anvendelse af den ene sætning til at vise den næste. Beviserne forklarer også med 
faktorerne, hvorfor det er korrekt – altså et bevis der forklarer, jf Hanna. Der er fokus på, at eleverne skal 
finde steder der skal forklares, her vil det være om lighedstegnene er gældende.  
Spørgsmål 21 (fra 23 spørgsmål fra professoren) med beviset for vinkelsum, gav ikke mening for dem. 
Denne tages op igen i en anden udgave, hvor der både indgår tekst og figur; således at eleverne mere bliver 
ledt på vej, men stadig skal forholde sig til, om der er belæg for udsagnene. 
I relation hertil tages der et for eleverne ukendt bevis for cosinusrelationen. Der udleveres et næsten 
eksemplarisk eksempel lavet af en elev. Dette bruges til også til at få de to elever til at diskutere, om det er 
en forståelig struktur og i forbindelse med dette komme med forslag til ændringer. 
Så skal der findes argumenter og belæg i beviser for vinkelrette linjer og afstand mellem punkt og linje. 
Samt beregning af vinkler mellem linjer. Disse medtages, da det kan indgå som en naturlig del af arbejdet i 
klassen. Her vil være opstart på brug af begreberne aksiomer, definitioner og sætninger. De to elever vil på 
dette tidspunkt have hørt disse fra tidligere vejledningssektion. Som nyt inddrages strukturtræet (Bell, 
1976, s. 26). Det vurderes, at disse beviser også er forklarende. Denne del af interventionen er den eneste, 
der indgår som en del af den almindelige undervisning i klassen. Eleverne deles op i tremandsgrupper, hvor 
hver gruppe får en tavle; da der er erfaring for at dette giver en bedre dynamik og får eleverne til at tale 
sammen.  
Sarah og Sonja skal så igen arbejde med beviserne fra Healy og Hoyles, der blev anvendt i 
diagnosticeringen. Dette ud fra en forventning om, at de nu er klar til at diskutere gyldigheden i detaljer af 
de enkelte beviser: er der belæg for konklusionerne? Efterfulgt af en gennemgang af deres egne beviser. 
Ligeledes inddrages udvalgte beviser fra de 23 spørgsmål fra professoren.  
Nedslag fra vejledningsmøderne  
Det meste af vejledningen skal foregå efter skoletid, dvs. efter kl. 15. Trods de to elever gerne vil deltage 
giver det udfordringer at finde tidspunkter, hvor alle kan. Et par aftalte møder må også aflyses, da den ene 
bliver ramt af influenza, og den anden får brug for kiropraktorbesøg efter arbejdsulykke. Ganske legitimt, 
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men det har den konsekvens, at vi ikke når så langt som forventet inden deadline for denne rapport. Der 
inddrages dog også matematiklektioner, hvor det passer til klassens arbejde og vejledningsforløbet. I det 
efterfølgende er der et kort oprids af enkelte episoder og udtagelser fra vejledningstimerne. 
Beviser for potensregneregler 
Med disse beviser kommer de to elever så langt, at de nu er opmærksomme på, at når der står et 
lighedstegn, så skal de stoppe op og overveje hvorfor det gælder. 
Sonja viser igen, at hun ikke kan skelne mellem beviser og opgaveregning. Dette ses ved, at hun efter 
gennemgang af et bevis for en sætning efterfølgende ikke anvender sætningen til beregningerne, men 
indsætter tal i de enkelte dele i det algebraiske bevis for sætningen. Konfronteret med det igen er hendes 
svar, at det gør hun for bedre at kunne huske det (henviser til beviset) i hovedet. Det overvejes at give 
hende opgaven om hængekøjer, der bruges i Aarhus (se bilag 4), men det vurderes, at hun ikke vil kunne se 
pointen.  
Det blev tydeligt at Sarah har problemer med registerskift jf. Duval (Duval, 2006). Hun kunne godt med ord 
forklare et trin i en beregning, men hun kunne ikke få det overført til symbolsprog.  Men det anses som en 
vigtig del, at hun kan få det formuleret mundtligt 
Vinkelsummen i en trekant 
Det viser sig at Sonja har en del grundlæggende problemer med flere matematiske begreber og objekter, 
som hvad er hypotenusen.  
Efter bevis for vinkelsum i en trekant udbrød Sarah, at det her bevis fik det hele til at hænge meget bedre 
sammen. Hun kunne se hvordan hun kunne bruge det til en trigonometrisk afleveringsopgave, hun havde 
givet op over for - og som en af de andre i klassen forgæves havde forsøgt at hjælpe hende med. Det ses 
som meget positivt at hun kunne overføre det til en anden sammenhæng. 
Sonja synes, dette var lettere, hvor hun her kunne se figuren og så var det godt de kunne sidde og tale om 
det sammen. Det tager vi som udtryk for, at der er tænkt rigtigt med interventionen. 
Klassedelen 
Første forløb i klassen var Sarah syg, så kun Jens og Sonja er sammen. Umiddelbart så det ud til at Sonja 
faldt tilbage til den autoritative tilgang og havde ikke fokus på hvad der skulle argumenteres for. I senere 
vejledningstime forklarer de, at det havde været svært at arbejde med Jens, da han ikke stoppede op, hvor 
de nu havde fundet et godt samarbejdstempo, hvor de ikke gik videre, før de begge forstod det. Det gjorde 
det også nemmere at forstå matematikken, når de talte om det sammen.  
På et tidspunkt hvor vi gennemgik et bevis, hvor der var trykfejl i bogen, måtte Tina lidt mere opmærksomt 
læse teksten sammenholdt med den tilhørende figur – dette fik Sarah til at fnise for hun var overrasket 
over, at en matematiklærer måtte bruge samme strategi som de gjorde for at forstå/få rettet teksten. Der 
er åbenbart en forestilling om, at matematiklærere blot med et hurtig blik kan afgøre, om et bevis er 
korrekt. I relation hertil angiver Pimm, at det er en hensigtsmæssig aktivitet at læreren giver eleverne 
indsigt i sin egen tankegang, så de kan opleve hvordan en god matematisk rollemodel opererer (Pimm, 
1990, s. 25). 
Evaluering af Sarahs og Sonjas progression 
På nuværende tidspunkt mangler der vejledningstimer, hvor der vendes tilbage til opgaver fra 
diagnosticeringen, og inden disse tages op igen vurderes det at være for tidligt at give dem testen med de 7 
opgaver fra professorens venner (de samme som brugt i Aarhus dog ikke opgave 6 og 7, se bilag 5). I stedet 
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for en evaluering ud fra en test gives her en subjektiv vurdering fra deres lærers side og kommentarer fra 
dem selv.  
Sarah byder mere ind på klassen og har fået mere tiltro til sig selv. Opgivende udbrud er blevet udskiftet 
med: ”ej – jeg har lige fundet ud af at jeg har lavet xx forkert i afleveringen”. Det kan synes for tidligt at 
konkludere, at der er blevet ændret på hendes egen forestilling om egne evner, men det ser ud til at hun 
har fået en tro på, at hun har mulighed for at forstå og bestå matematik. Hun siger selv efter en 
vejledningstime, at hun gerne vil bruge den ekstra tid, fordi det giver hende noget. Når hun nu læser sine 
egne afleveringer igen, kan hun selv se hvor indlysende noget er – hun forstår det meget bedre nu.  
Da Sonja har så mangelfulde begrebsbilleder (Tall & Vinner, 1981), at der på mange områder ikke er sket en 
internalisering, jf. Sfard (Sfard, 1991), har dette projekts fokus på ræsonnement, herunder beviser, nok 
været for krævende. Sfard angiver at processer (operationel forståelse) kommer før begrebsdannelse 
(strukturel forståelse). Vi har altså for tidligt taget fat i definitioner (selve objekterne), da processerne ikke 
er internaliserede. Dette kan måske forklare hvorfor Sonja vil bruge fremgangsmåden fra beviser ved 
beregninger – hun har fokus på at lære en proces frem for at få en forklaring på en sætnings rigtighed. I 
forlængelse af dette begynder hun som allerede nævnt ofte at regne, når hun egentlig skal forholde sig til 
sandheden af et matematisk udsagn. Ved sidste vejledningsrunde spurgte hun dog selv ind til noget, hun 
ikke havde forstået ved beviserne fra klassen. Det viser, at hun nu reelt forholder sig til det, der står i bogen 
og det er et klart fremskridt fra diagnosticeringsfasen.  
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Case fra Aarhus Statsgymnasium 
Detektion 
For at finde de elever, som kunne have et problem med ræsonnement og bevis kompetencer i matematik, 
blev klassen 13wMa på Aarhus Statsgymnasium testet med detektionstest2. Nedenfor ses et boksplot over 
klassens resultater.  
 
 
Det kan af boksplottet ses, at der er en forholdsvis stor spredning i resultaterne. Det at finde de elever, der 
er bedst egnede til en videre diagnosticering, er ikke kun et spørgsmål om at finde eleverne med de 
dårligste resultater. Det er vigtigt at vurdere baggrunden for elevernes resultater. Nogle elever har dårlige 
resultater, fordi de kun har svaret på ganske få af spørgsmålene, og disse er i denne sammenhæng ofte ikke 
så interessante (”sammenhæng” betyder her, at lavet et projekt om matematikvejledning). Vi har vurderet, 
at de mest interessante elever er dem, som svarede rigtigt på et spørgsmål, men som efterfølgende havde 
svært ved at argumentere for, hvorfor de havde svaret, som de havde (argumentet har fået under 3 point). 
Fire elever havde 3 eller 4 af denne slags svar. Derudover var der tre elever, som brugte nogle meget 
anderledes argumenter, og vi valgte derfor også at se nærmere på dem. Fra disse 7 elever, udvalgtes fire til 
efterfølgende interviews. Den ene af disse elever hørte til de meget dygtige i klassen, og den anden til 
mellemgruppen og de to sidste til de knap så dygtige. Efter interviewet valgte vi Amalie, som den mest 
oplagte kandidat til et studie i matematikvanskeligheder inden for området bevis og 
ræsonnementskompetence. På boksplottet og sumkurven ovenfor, er Amalies resultater angivet ved de 
stiplede linjer. Det ses, at hun med sine 43 point ligger under nedre kvartil, men det var ikke udelukkende 
Amalies lave resultater i detektionstesten, der gjorde hende til en oplagt kandidat til en videre 
undersøgelse. I det efterfølgende interview viste det sig, at hun havde en række meget interessante 
matematikforestillinger, som ville være spændende at arbejde videre med.   
Diagnosticering af klassen 
For at diagnosticere de problemer klassen i almindelighed og Amalie i særdeleshed havde i forhold til 
beviser og ræsonnementskompetence, blev klassen bedt om at besvare et spørgeskema (se bilag 2), som 
først indeholdt en række spørgsmål, der skulle afdække elevernes matematikforestillinger, derefter en 
sektion med opgaver, som var kraftigt inspireret af Healy og Hoyles (Healy & Hoyles, 2000), derefter en 
sektion med seks forskellige beviser for Pythagoras læresætning, hvor eleverne blev bedt om at forholde sig 
til, hvilket bevis der var bedst, hvilket der ville give størst karakter ved eksamen og endelig, hvilket bevis der 
mindede mest om den måde, de selv ville bevise sætningen på (se hele spørgeskemaet i bilag 2).  
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Spørgeskemaundersøgelse  
 
Resultater fra første del af spørgeskemaet (se bilag 2). Tallene under søjlerne angiver hvilket spørgsmål, der 
repræsenteres: 1.) Hvilket af beviserne svarer mest til den måde, du ville bevise sætningen på? 2.) Hvilket af 
beviserne, tror du, ville give den bedste karakter? Og 3.) Hvilket bevis forklarer bedst, hvad sætningen siger (se f.eks. 
(Harel & Sowder, 2007) for forholdet mellem et bevis der forklarer og et som verificerer)? De sorte linjer 
repræsenterer resultaterne fra Healy and Hoyles (Healy & Hoyles, 2000) undersøgelse, efter de er skaleret til det antal 
elever, som findes i klassen. Healy and hoyles har ikke spørgsmål 3 med i deres undersøgelse. De små blå pile angiver 
de svar, Amalie gav. 
Healy og Hoyles angiver Anders og Eriks svar, som en algebraisk tilgang, Bonnies som en empirisk, Dan og 
Charlottes som en narrativ, Yvonnes som en visuel tilgang.   
Vi finder både ligheder og forskellige mellem 13wMa og eleverne i Healy og Hoyles undersøgelse. 
Lighederne findes i de meget lave resultater for Erik i spørgsmål 1 og Bonnie i spørgsmål 2, mens de helt 
store forskelle findes for Bonnies resultat på spørgsmål 1 og Eriks på spørgsmål 2. Den store forskel på 
spørgsmål 2 skyldes sikkert, at de elever, der ønskede at svare med en algebraisk tilgang på dette 
spørgsmål, har valgt Anders’s version. Grunden til, at kun en af eleverne angav Bonnies svar på spørgsmål 
1, er sikkert, at de godt ved, at en empirisk tilgang ikke er nok. Dettes ses tydeligt i deres svar på spørgsmål 
2, hvor ingen mente, at den empiriske tilgang ville give en høj karakter. Eleverne er således godt klar over, 
at det empiriske svar ikke er dækkende, men spørgsmålet er, om de også, når de bliver spurgt mindre 
direkte, ikke alligevel falder tilbage til et empirisk bevisskema. En anden mulighed er naturligvis, at de ikke 
formår at udføre et deduktivt bevis.  
Det er interessant at se på forskellene mellem svarene på spørgsmål 1 og 2, fordi det indikerer, hvor 
eleverne mener, der er forskelle mellem, hvilket bevis der svarer til den måde, de selv ville bevise 
sætningen på, og hvilket der vil give dem den bedste karakter. Her springer Dans resultater i øjnene. Ca. fire 
gange så mange elever synes, at dette svar gav bedst mening for dem, i forhold til det antal elever der 
mente, det ville give en god karakter. Noget tyder således på, at det narrative bevis er vigtigt for elevernes 
forståelse. Dette bliver endnu mere klart, når vi sammenligner med resultaterne fra spørgsmålet om, 
hvilket bevis der bedst forklarer, hvad sætningen siger. Ikke underligt, minder denne fordeling om 
fordelingen på spørgsmål 1, men det tilkendegiver, at såvel det algebraiske som den narrative tilgang taler 
til eleverne.  
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Resultater fra anden del af spørgeskemaet (se bilag 2). Tallene under søjlerne angiver spørgsmålene: 1.) Hvilket af 
beviserne svarer mest til den måde, du ville bevise sætningen på? 2.) Hvilket af beviserne, tror du, ville give den 
bedste karakter? 3.) Hvilket bevis forklarer bedst, hvad sætningen siger? De sorte linjer repræsenterer resultaterne fra 
Healy and Hoyles undersøgelse, efter de er skaleret til det antal elever, som findes i klassen. Healy and hoyles har ikke 
spørgsmål 3 med i deres undersøgelse. De små blå pile angiver de svar, Amalie gav. 
Healy og Hoyles angiver til spørgsmål 1, Kates tilgang som narrativ, Lones som empirisk og Nina og Marias 
tilgange som algebraiske. Der er igen både ligheder og forskelle mellem Healy og Hoyles resultater og 
resultaterne fra klassen. Specielt er resultaterne fra Kate i spørgsmål 1 og Maria i spørgsmål 2 parallelle i de 
to undersøgelser. Derimod har Lones tilgang noget mere tilslutning i Healy og Hoyles tilgang end i vores. 
Igen tyder det på, at vores elever godt ved, at en empirisk tilgang ikke er tilstrækkelig, mens den narrative 
tilgang har tiltalt eleverne (spørgsmål 1), mens de, ved at pege på Maria tilgang i spørgsmål 2, tilkendegiver, 
at de mener, det vil give dem den største karakter, at leverer et analytiske bevis (dette ses også ved, at 
Ninas ligger højt i spørgsmål 2).  
Ved at sammenligne resultaterne på de to spørgsmål, springer det igen i øjnene, at eleverne selv synes, at 
et narrativt bevis giver rigtig god mening men ikke mener, det vil give et godt resultat til eksamen. Når vi 
sammenholder dette med resultaterne fra det tredje spørgsmål, ser vi som tidligere, at det narrative bevis 
igen er vigtigt for elevernes forståelse for, hvad sætningen siger. Det er interessant her, at den empiriske 
tilgang er mere udbredt her end i resultaterne for første del af spørgeskemaundersøgelsen (rapporteret i 
det tidligere histogram). Det kan skyldes, at vi her har at gøre med en mere kognitivt udfordrede sætning 
(den tidligere sætning var Når du summer to lige tal, bliver svaret altid et lige tal og sætningen som 
eleverne her i anden del arbejder med var Når man ganger tre tal, som kommer lige efter hinanden, 
sammen, får man et resultat som 6 går op i). Noget kunne tyde på, at eleverne, når de ikke umiddelbart kan 
indse sætningens rigtighed, søger et empirisk bevisskema for at blive overbevist om sætningen rigtighed. 
I lighed med Healy og Hoyles undersøgelse, skulle eleverne også selv konstruere to beviser. Det ene bevis 
mindede meget om det første bevis, de umiddelbart forinden havde set i første del af spørgeskemaet, 
mens det andet var noget anderledes. Første bevis var: 
Hvis man lægger to ulige tal sammen, får man altid et lige tal 
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Mens det andet var: 
Hvis man har to ulige tal, q og p, så vil 4 altid gå op i (𝑝 + 𝑞) ∙ (𝑝 − 𝑞) 
I analysen af elevernes egne beviser, har vi valgt at følge Guershon Harel og Larry Sowder (Harel & Sowder, 
2007)og inddele beviserne i Empirisk (Induktive bevisskemaer), Empirisk (Perception), Deduktivt 
(Transformation), Deduktivt (aksiomatisk), Ydre (Autoritative), Ydre (Ritualistiske), Ydre (Ikke-refererende ) 
og endelig et narrativt bevisskema (inspireret fra Healy og Hoyles). I elevernes beviser for de to sætninger 
brugte de kun det empiriske (Induktive bevisskemaer), det deduktive (Transformation) , ydre (Ikke-
refererende ) og det narrative bevisskema og resultaterne fordelte sig således: 
 
  
Oversigt over elevernes brug af forskellige bevisskemaer. De små blå pile angiver de svar, Amalie svarede. Ingen elever 
havde givet et narrrativt bevis for at 4 går op i (p+q)(p-q). 
Det empiriske bevisskema er dominerende for begge beviser, men det narrative bevisskema, for summen 
af to ulige tal, er også markant. Grunden til, at det narrative skema er stærkt repræsenteret for det første 
bevis, men helt fraværende i det anden, er sikkert, at eleverne i de tidligere beviser havde set et narrativt 
bevis for summen at to lige tal.  
Ud fra resultaterne af denne lille undersøgelse (baseret på Healy og Hoyles) tyder det på, at eleverne godt 
ved, at det empiriske bevisskema ikke er stærkt nok, men at de, når de selv skal bevise noget, alligevel 
benytter sig af dette bevisskema. Det er måske ikke så underligt. Mere overraskende er den store tilslutning 
til det narrative bevisskema.  
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Ud over at besvare spørgsmålene i forhold til de forskellige typer af beviser, blev eleverne også bedt om 
igen at forholde sig Bonnie’s empiriske bud på et bevis på sætningen: 
 
 
 
 
 
Efterfølgende skulle de med udgangspunkt i beviset, besvare nedenstående spørgsmål med enig, ved ikke 
eller uenig: 
 Der er en fejl i det 
 Viser at sætningen altid er sand 
 Viser at sætningen kun er sand for nogle lige tal 
 Viser dig hvorfor sætningen er sand 
 Er en let måde at forklare sætningen til en anden i din klasse, som er usikker på om 
sætningen var rigtig 
I nedenstående skema ses elevernes svar: 
 Enig Ved ikke Uenig 
Der er en fejl i det 6  20 
Viser at sætningen altid er sand 1  24 
Viser at sætningen kun er sand for 
nogle lige tal 
23 1 1 
Viser dig hvorfor sætningen er sand 2 1 23 
Er en let måde at forklare sætningen til 
en anden i din klasse, som er usikker 
på om sætningen var rigtig 
7 8 11 
Elevernes svar på de fem spørgsmål som relaterede sig til Bonnies empiriske bevis. Amalies krydser var placeret i de 
områder der er angivet ved det røde tal. 
 Derudover skulle de sætte et kryds i nedenstående opgave: 
Lad os forestille os at det er bevist, at hvis du lægger to lige tal samme, bliver resultatet altid et lige tal. 
En elev spørger, hvad der skal gøres for at bevis om summen af to kvadrattal, altid er et lige tal. 
Hvilket af følgende to udsagn er du enig i (sæt et kryds) 
□  Eleven behøver ikke at gøre noget, den allerede beviste sætning har allerede vist dette. 
□  Eleven må lavet et nyt bevis.  
 
Når du summer to lige tal, bliver svaret altid et lige tal.  
Bonnie siger 
2+2=4 4+2=6 
2+4=6 4+4=8 
2+6=8 4+6=10 
Dermed er sætningen bevist 
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Her havde 6 elever sat kryds ved Eleven behøver ikke at gøre noget, den allerede beviste sætning har 
allerede vist dette (en af disse seks var Amalie), og 20 elever havde sat kryds ved Eleven må lavet et nyt 
bevis. 
Det ses, at Amalie i de fem første spørgsmål ikke skiller sig ud fra resten af klassen, og at hun svarer, som en 
elev uden udfordringer i bevis og ræsonnements kompetence ville svare. Mere interessant er hendes svar 
på den sidste del af denne sektion. Her bliver eleverne bedt om at tage stilling til, om det at have bevist en 
sætning, automatiske gør en anden sætning, der ikke umiddelbart har noget med den tidligere at gøre, 
sand. Amalie svarer, at den nye sætning allerede er beviset. Det kan skyldes, at hun ikke læser teksten 
præcist nok, og derfor i virkeligheden svarer på, om man behøver at lave et nyt bevis, hvis man allerede har 
lavet et. En anden mulighed er, at Amalies matematikforestillinger tvinger hende til at se de to udsagn som 
kausalt forbundne, fordi de står lige efter hinanden i en matematisk tekst. Umiddelbart tror vi, at det første 
primært er tilfældet her. Klassen som helhed svarer på dette spørgsmål på en måde, der indikerer, at de 
har styr på forholdet mellem forskellige matematiske sætninger.   
Klassens socio-matematiske normer og bevisskemaer 
Noget tyder således på, at klassen er blevet socialiseret ind i en socio-matematisk norm, der svarer 
nogenlunde til det, som vi håber på i matematikundervisningen i gymnasiet i 2015. Det gælder både for, 
hvad der menes med en matematisk acceptabel forklaring, og for hvori forskellene består mellem 
forskellige beviser. Derudover er det åbenlyst, at klassen hælder kraftigt til empiriske bevisskemaer (Harel 
& Sowder, 2007), når de selv skal formulere matematiske beviser, men at de godt ved, at disse ikke er helt 
så gode som de mere deduktive beviser. Det mest overraskende er nok, at det narrative bevisskema, i 
modsætning til eleverne i Healy og Hoyles undersøgelse, var så udbredt.  
Diagnosticering af Amalies matematikvanskeligheder 
Amalies resultater i detektionstesten er angivet ved det stiplede linjer i boksplottet og trappediagrammet 
ovenfor. Hun havde scoret 43 point i testen, hvilket placerede hende under nedre kvartil i forhold til 
klassens resultater. Amalie er en pige, som i 1.g ikke var særlig interesseret i matematik. I både skriftlig og 
mundtlig matematik havde hun fået 4 gennem hele 1.g, og til en mundtlig årsprøve om sommeren efter 1. g 
fik hun 02. I begyndelsen af 2.g viste det sig, at hun havde mere at byde på i matematik, og hun steg i 
karakter til 7 i skriftlig matematik inden jul. Efter jul fulgte den mundtlige præstation med, og hun steg 
umiddelbart efter jul til 7 også i mundtligt matematik. Til terminsprøven i slutningen af 2. g fik hun 55 point 
ud af 70 mulige i prøven med hjælpemidler, og 13 ud af 35 i prøven uden hjælpemidler.  
Interviewet med Amalie om detektionstesten 
Der var flere interessante steder i Amalies besvarelse af testen og i det efterfølgende interview. Overordnet 
set, kunne vi ud fra besvarelsen og det efterfølgende interview se tre forskellige typer af udfordringer, som 
Amalie kæmper med. 
1.) Problemer med at koble et matematisk ræsonnements forudsætninger med den efterfølgende 
konklusion. Som en konsekvens heraf, har hun problemer med at læse en matematisk tekst. Dette 
kom til udtryk i Amalies besvarelse af opgave 1 og 19. 
2.) En opfattelse af matematiske udsagn som noget der ikke har noget med virkeligheden at gøre. 
Dette kom til udtryk i spørgsmål 5, 6 og 15. 
3.) En prioritering af empiriske beviser. Dette kom til udtryk i besvarelsen af opgave 3, når denne 
sammenholdes med Amalies besvarelse af spørgeskemaet inspireret af Healy og Hoyles. 
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Problemer med at koble forudsætninger og konklusioner i et matematisk ræsonnement, problemer med 
at læse matematik   
I opgave 1 skriver Amalie i sin besvarelse: 
 
Opgaven indeholder to udsagn: 1.) ethvert kvadrat er et rektangel, og 2.) ethvert rektangel er en firkant. På 
baggrund af disse bedes eleven tage stilling til konkluderen: Enhver firkant er et kvadrat. 
I det efterfølgende interview begynder Amalie med at læse spørgsmålet mumlende for sig selv, og siger så: 
Amalie: Man kan jo sige, at det første er rigtigt nok, men det sidste er jo ikke, for enhver firkant er jo ikke et 
kvadrat. For et kvadrat har lige lange sider, altså på hver side, og det behøver en firkant ikke nødvendigvis 
at ha. 
Jesper: Nej, men hvorfor er det rigtigt nogle gange? 
Amalie: Ja-men, fordi når en firkant har lige lange sider, på hver side, så er det rigtigt, at det er et kvadrat.  
 
Amalie forstår godt de to udsagn i opgaven og konklusionen, men har svært ved at forholde udsagnene til 
konklusionen. Hun ved godt, at konklusionen ikke er korrekt, men hun argumenterer ikke ud fra de 
foregåede udsagn. Noget tyder på, at det er den matematiske brug af ordet enhver, der giver hende 
problemer. 
Et tilsvarende problem viser sig i Amalies besvarelse af opgave 19. Her giver Amalie igen udtryk for 
vanskeligheder med at koble et ræsonnements forudsætninger med ræsonnementets konklusion. På 
spørgsmålet svarer hun 
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I det efterfølgende interview, blev opgaven læst højt for Amalie, og lægger ekstra tryk på ordet ikke i 
slutningen. Amalie skal nu svare på, hvilke figurer der kan vise, at Søren IKKE har ret:  
Amalie: Dem jeg har sat kryds ved 
Jesper: prøv at sige lidt mere om det; Søren siger, at hvis en figur har fire lige lange sider (Jesper kører 
musen under sætningen for at understrege, at dette er en enhed) 
Amalie: Ja 
Jesper: så er figuren et kvadrat (igen understreger jeg, at dette er et sammenhængende udsagn, ved at 
trække en usynlig linje med musen under teksten) 
Amalie: Ja  
Jesper: Så tegner du den her (Jesper peger på figur nr. 2) 
Amalie: Ja 
Jesper: Hvorfor kan den bruges til at vise, at hvis en figur har FIRE LIGE LANGE SIDER (Jesper lægger ekstra 
tryk på disse ord), så er det ikke et kvadrat? Hvorfor kan den vise det er forkert, det udsagn som Søren 
kommer med? Altså: Hvis en figur at fire lige lange sider, så er det et kvadrat. Det er den sætning vi skal 
vise. Du er med på, at det er forkert ikke? 
Amalie: Jo, men det er jo fordi, den ikke har lige lange sider. Den nederste er længere end den øverste. Det 
er derfor, det ikke er et kvadrat. 
 
Her glemmer Amalie at forholde sig til opgavens præmis, fordi hun ved, at et kvadrat har lige lange sider, og 
det skygger for hendes evne til at se og diskutere konklusionen som afhængig af ræsonnementets 
forudsætning.  
En opfattelse af matematiske udsagn som noget der ikke har noget med virkeligheden at gøre 
Opgave 5 i detektionstesten drejer sig om matematikforestillinger og bevisskemaer i forbindelse med 
matematiske beviser (se (Op't Eynde, de Corte, & Verschaffel, 2002) for en liste af forskellige typer af 
matematikforestillinger). Her svarer Amalie: 
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I det efterfølende interview sættes hendes stærke tro på beviset gyldighed under pres, men hun slipper 
ikke sin forestilling om, at et matematisk bevis er korrekt, og at man må bøje sig for konklusionerne i den 
matematiske kosmologi. I interviewet blev Amalie først forklaret, at beviset siger, at alle tal er lig med nul. 
Derefter uddybede Amalie sine svar: 
Jesper: Er det sandt, at alle tal er lig med nul? 
Amalie: Ja, altså i forhold til beviset her, er det jo ikk’å. Det er vel det du spørger om. De sætter jo nul ind 
undervejs, der hvor det ligesom skal sættes ind, hvis man kan sige sådan, og her til sidst har man så nul 
gange a minus b, men 0 gange hvad som helst giver nul (her peger Amalie på linjen a ∙ (b − a) = 0 = 0 ∙
(b − a)). 
Jesper: Så beviset er godt nok? 
Amalie: Ja, ja 
Jesper: Så beviset viser at alle tal er lig med 0? 
Amalie: Ja 
Jesper: og er det rigtigt?, du skriver her, at der ikke er fejl i beviset? 
Amalie: Nej, det er rigtigt. 
Jesper: men… prøv at fortæl, er alle tal lig med 0? 
Amalie: altså det er ikke sådan i virkeligheden. 
Jesper: prøv at fortælle lidt om det. Hvad betyder det, at det ikke er sådan i virkeligheden? 
Amalie: ja-men f.eks. tal 9 det er jo ikke lig med 0, det har jo sådan…hvad skal jeg sige.. 
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Jesper: Det er rigtigt, at tallet 9 er ikke lig med 0, men du siger, beviset er rigtigt nok, men alligevel så passer 
det jo ikke? Enten er 9 lig med 0, eller også passer beviset ikke - eller hvad? 
Amalie: Jeg tror bare det er lidt svært. Jeg ved ikke, om man sådan skal gå ud fra, at det er i beviset, at 
ethvert tal er lig med 0, - eller hvad skal man sige, jeg kludre vist lidt i det. Svaret skulle nok have været 
nej…det er sådan lidt et trick spørgsmål. 
Jesper: Det er rigtigt, at alle tal er ikke lig med 0. Hvordan forholder sådan nogle tal, som du kender, som 9 
og 0 og sådan nogle, sig til matematiske sætninger? Beviset siger, at alle tal er lig med 0. 
Amalie: Ja 
Jesper: Er det så ikke rigtigt? 
Amalie: jo, et eller andet sted så er det vel, men…det tror jeg bare ikke på. Det kommer an på, hvad man 
sætter ind. 
Jesper: Når vi nu ved, at 9 er ikke lig med 0, og du har læst beviset, så kunne det jo være, at beviset ikke var 
rigtigt? 
Amalie: Ja, ja 
Jesper: Hvad er du mest sikker på, at beviset er rigtigt, eller at 9 er lig med 0 (her er intervieweren vist 
blevet lidt træt) 
Der følger en lille pause, men så siger Amalie: At beviset det er rigtigt.  
Jesper: Fordi det står her? 
Amalie: Ja også det, men at 9 er lig med 0…hvis man stiller 9 mennesker op og stiller 0 mennesker op, der er 
jo en forskel! 
Jesper: men hvis det er rigtigt, så er 9 ikke lig med 0? 
Amalie: Nej 
Jesper: Så er alle tal ikke lig med 0? 
Amalie: Nej 
Jesper: Men det var det, som beviset sagde? 
Amalie: Men så er beviset ikke rigtigt! 
Jesper: Det kunne være en mulighed. 
 
Her udtrykker Amalie en meget stærk tro på rigtigheden af matematiske beviser. Hun benytter et ydre-
overbevisnings bevisskema, både af den Autoritative type (hun tror på det, fordi det er præsenteret i et 
matematisk materiale) og den Ikke-refererende symbolske type (der står matematiske symboler, og selv 
om de bruges forkert, så er der nok noget om det), se (Harel & Sowder, 2007). 
Men også en ritualistiske matematikforestilling er på spil. Det, der foregår i matematik, er ligesom noget 
andet end det, som foregår i virkeligheden. Dette blev endnu mere tydeligt i forbindelse med samtalen om 
opgave 6. Til denne opgave havde Amalie skrevet: 
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I det efterfølgende interview fortæller Amalie først, at hun godt kan huske kvadratsætningen, og så følger 
samtalen 
Jesper: Er det rigtigt, at det aldrig er rigtigt, at (𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 𝑦2 ? 
Amalie: Ja, er det ikke? 
Jesper: Hvad nu hvis der stod (2 + 0)2, så står der 2 i parentesen, det er jo 22, og det er fire, og 22 + 02 det 
er stadig fire. 
Amalie: Det er selvfølgelig rigtigt 
Jesper: prøv at sige noget om det 
Amalie: Det kommer vel an på, om det er bogstaver eller tal man stopper ind - tænker jeg måske. 
Jesper: sig noget mere om det 
Amalie: hvis det er tal, så får man jo ligesom et tal ud af det, et resultat, hvis man kan sige det 
Jesper: Så der er forskel på at sætte bogstaver ind eller tal ind 
Amalie: Ja, det vil jeg i hvert fald sige, der er. 
Jesper: Det siger lidt om beviser, for beviser er ofte sådan nogle, der er bogstaver i 
Amalie: Ja. 
 
Her giver Amalie igen udtryk for, at der er stor forskel på, om det drejer sig om tal, altså noget hun kan 
forholde sig til i virkeligheden, eller om det drejer sig om bogstaver, noget som hører hjemme i 
matematikkens underlige verden. Hun har tydeligt opbygget en klynge af matematikforestillinger omkring 
forholdet mellem virkelighed og matematik (se (Op't Eynde, de Corte, & Verschaffel, 2002) for en 
diskussion af disse subjektive klynger). Selv om mennesker stræber mod et kohærent og 
sammenhængende verdensbillede, argumenterer Peter Op’T Eynde med flere for, at disse subjektive 
matematikforestillingsklynger kan eksistere ved siden af andre opfattelsesklynger, bare disse ikke kommer i 
direkte kontakt med hinanden (Op't Eynde, de Corte, & Verschaffel, 2002).   
I spørgsmål 15 kommer Amalies stærke tro, på det hun opfatter som det matematiske svar (på trods af 
hendes umiddelbare oplevelse af, at det forholder sig anderledes), også til udtryk. Hun har på spørgsmålet 
svaret 
Matematikvejleder, RUC, 2015 
2. semester projekt 
 
31 
 
 
I det efterfølgende interview blev opgavens udsagn først trukket op for Amalie hun skulle så forholde sig til 
sine svar. Hun gentager sit JA til at omkredsen og arealet er dobbelt så stort i den store cirkel: 
Jesper: Prøv at kikke på den der (jeg peger på den lille cirkel) 
Amalie: Jo, den er meget mindre, men jeg tænker bare, man bruger jo diameteren i forhold, det er jo både 
diameteren og radius man bruger, når man skal finde omkreds og areal, og så tænkte jeg bare, at hvis det 
er halvdelen så burde det give det halve,…jeg ved det ikke rigtigt.  
 
Det spændende er her ikke, at Amalie ikke kan huske, hvordan man præcist udregner arealet af en cirkel, 
men det at hun stoler mere på den matematik, hun tror er rigtig, end på hendes egen oplevelse af 
størrelsesforholdene. Igen giver det udtryk for, at der er forskel på, hvad matematik drejer sig om, og 
hvordan ting er i virkeligheden.  
En prioritering af empiriske beviser  
Opgave 3 handler om at argumenter for, at ethvert tal er løsning til ligningen 3𝑥 − 𝑥 = 2𝑥. I hendes 
besvarelse skrev hun: 
Matematikvejleder, RUC, 2015 
2. semester projekt 
 
32 
 
  
Amalie evner her at argumentere generelt for udsagnet ud fra ligningens struktur, efter at hun først 
empirisk har orienteret sig om, hvad udsagnet faktisk sagde. I det efterfølgende interview sprang hun 
umiddelbart til det strukturelle argument. Her ses en udskrift af denne del af interviewet: 
Jesper: Hvad siger du til denne 
Amalie: Ja, det kræver sådan lidt, men det er det der med, at hvis man nu har 3 x og man så minusser 1 x så 
har man ligesom 2 x, og det har man også ovre på den anden side, så lige meget hvad, så vil man altid få 2 
x, hvis man kan sige sådan, så det er egentligt det samme, som står på hver side.  
 
Umiddelbart vidner dette om en meget stærk forståelse for denne type af matematisk argumentation. Men 
da Amalie senere i forbindelse med spørgeskemaet blev bedt om selv at bevise sætningen Hvis man lægger 
to ulige tal sammen, får man altid et lige tal, skriver hun følgende: 
 
 
 
 
 
 
 
Hvilket vidner om et klart empirisk bevisskema. Også i beviset for sætningen Hvis man har to ulige tal, q og 
p, så vil 4 altid gå op i (𝑝 + 𝑞) ∙ (𝑝 − 𝑞), benytter Amalie igen en empirisk tilgang og skriver: 
 
 
 
 
 
Hvis man har to ulige tal, vil det altid give et lige tal fordi 
3+3=6 
7+7=14 
45+45=90 
1+1=2 
Man vil altid få et lige tal når man ligger to ulige tal sammen for 
ulige+ulige=lige  
Man kan lave uendeligt mange eks. på det. 
 
(𝑝 + 𝑞) ∙ (𝑝 − 𝑞) = 𝑝2 − 𝑞2 
52 − 32 = 25 − 9 =
16
4
= 4 
Jeg kan altså lave uendelig mange resultater, som beviser det, men 
mere kan jeg ikke rigtigt sige 
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Amalies svar på spørgsmålene i spørgeskemaet blev angivet ved de blå pile på graferne i forrige afsnit. Her 
angiver Amalie, at hun godt ved, at det ville være bedre med et deduktivt bevis, men det falder hende ikke 
naturligt, når hun selv skal bevise en forholdsvis simpel sætning. Man skal huske på, at eleverne i 
spørgeskemaet netop havde set et deduktivt bevis, der mindede meget om det, de her skulle benytte, og 
alligevel valgte Amalie at benytte et empirisk bevisskema.  
I en anden del af diagnosticeringen skulle eleverne læse 6 forskellige beviser for Pythagoras lærersætning 
igennem (se bilag 2) og derefter svare på en række spørgsmål. Spørgsmålene og Amalies svar er angivet 
nedenfor: 
1. Hvilket bevis var mest forklarende (og hvorfor)? 
Amalie: 3, da det er det mest forklarende bevis med bogstaver. Beviser med bogstaver er 
altid gode. 
2. Hvilket bevis synes du minder mest om den måde, du selv ville bevise Pythagoras på (og 
hvorfor)? 
Amalie: 2, fordi det vil jeg være hundred procent sikker på, at jeg kunne 
3. Hvilket bevis tror du ville give den bedste karakter til eksamen (og hvorfor)? 
Amalie: 3, da det er med bogstaver, og kan derfor erstatte alle tal 
4. Hvilket bevis har størst overbevisningskraft (og hvorfor)? 
Amalie har ikke svaret på dette spørgsmål 
Både bevis 3 og 5 er beviser med bogstaver, men der er flere i bevis 3, og Amalie syndes, det er vigtigt med 
mange bogstaver. Bevis 2, det som Amalie selv ville vælge at udføre, er derimod et rent empirisk bevis. 
Amalie har under beviset skrevet, at hun synes det er godt, fordi beviset forklarer alle trin i beviset. 
 
Når vi sammenholder de forskellige dele af diagnosticeringen, kan vi se, at Amalie godt ved, at empiriske 
beviser ikke vil give samme karakter som et deduktivt bevis, men at hun alligevel synes, de er så fornuftige, 
at hun ville vælge disse til eksamen. 
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Opsummering på diagnosticering 
Diagnosticeringen af Amalie viser således en pige, der godt ved, hvilke beviser der vil give bedst karakter 
ved eksamen (hun er socialiseret ind i den matematikforståelse vi ønsker i gymnasiet), men som alligevel 
vælger et empirisk bevisskema, fordi hun ikke tror, hun mestrer de mere deduktive beviser. Hun har 
derudover i et vist omfang vanskeligt ved at forstå forholdet mellem konklusionen på en matematisk 
sætning og sætningens forudsætninger. Det virker, som om hun ser forudsætningerne og konklusionen som 
adskilte og parallelle udsagn, hvis sandhedsværdi hun må vurdere på baggrund af resten af den matematik 
hun kender til. Dette aspekt dækker over, at Amalie har vanskeligheder med at læse en matematisk tekst. 
Den mest interessante matematikforestilling hos Amalie er hendes forståelse for, at beviser og 
variabelbaseret matematik ikke hører til virkeligheden uden for matematikundervisningen. I matematik kan 
man fint vise, at alle tal er 0, selv om hun er helt klar over, at det ikke forholder sig sådan i den virkelige 
verden. Matematik er en aktivitet vi foretager i matematiktimerne lidt på samme måde, som trolde og 
fabeldyr kæmper i eventyr, og de transformationer der foregår mellem matematiske udtryk i 
matematiktimerne minder om frøer, der bliver til smukke prinser. Dette er imidlertid ikke godt nok. Det 
endelige mål er at hjælpe de studerende til gradvist at udvikle en forståelse for beviser der er i 
overensstemmelse med den delte og praktiserede forståelse i moderne matematik (oversat fra (Harel & 
Sowder, 2007)). 
Intervention 
I forbindelse med diagnosticeringen fandt vi ud af, at Amalie havde udfordringer inden for følgende tre 
problemfelter: 
1.) Problemer med at koble et matematisk ræsonnements forudsætninger med den efterfølgende 
konklusion. Dette gør bl.a., at hun har problemer med at læse en matematisk tekst.  
2.) En opfattelse af matematiske udsagn som noget der ikke har noget med virkeligheden at gøre.  
3.) En prioritering af empiriske beviser.  
I forbindelse med udfordring nr. 1 ovenfor ønskede vi både direkte at træne koblingen mellem 
matematiske udsagn og efterfølgende konklusioner samt deres generelle færdighed i at læse matematiske 
tekster. Det var nemlig vores indtryk, at mange elever, og i særdeleshed også Amalie, har en tendens til at 
læse for hurtigt hen over matematiske argumenter og derfor ikke fanger de forbindelser, der er mellem de 
forskellige udsagn.  
Interventionsforløbet bestod i nedenstående nogenlunde adskilte dele 
1. med udgangspunkt i klassens besvarelse på diagnosticeringens spørgeskemaer, at tale med dem 
om forskellen på et deduktivt, et empirisk og et narrativt bevis. 
2. at diskutere med eleverne hvordan definitioner, aksiomer og matematiske beviser hænger 
sammen. Eleverne skulle herefter finde de definitioner, aksiomer og afhængigheder af andre 
matematiske beviser, der lå bag beviset for bl.a. toppunktsformlen og cosinusrelationerne. Derefter 
blev alle de beviser klassen havde arbejdet med sat ind i et netværk, som illustrerede sætningernes 
indbyrdes afhængigheder, og vi diskuterede, hvordan et deduktivt bevis afhang af såvel definitioner 
og aksiomer, samt af andre tidligere beviset sætninger. Målet var at eleverne skulle opnå en 
forståelse for, at det deduktive bevis er meget stærkt, men at det afhænger af de indgående 
elementers sandhedsværdi.      
3. Et arbejde med en række opgaver som skulle løse og diskuteres i grupper 
4. En afsluttende evaluering 
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De beviser vi har gennemgået og mange af koblingerne mellem disse. De gule felter er definitioner, mens de hvide 
felter repræsenterer beviser 
I arbejdet med bevis og ræsonnements kompetencer er det ofte givende, at lade eleverne i små grupper 
argumentere over for hinanden, (Schoenfeld, 1992). Erna Yackel og paul Cobb, (Cobb & Yackel, 1996) 
advarer om, at det kan give de elever, der ser styrken af et matematisk argument som knyttet til social 
(status f.eks. hos læren eller i bogen), en udfordring, men modsat kunne man sige, at det også giver 
læreren mulighed for at arbejde konstruktivt med elevernes matematikforestillinger på dette område, se 
(Harel & Sowder, 2007)for en diskussion af udfordringer med et autoritativt bevisskema. Vi valgte derfor, at 
formulere en række opgaver og udfordringer for eleverne, som gav dem mulighed for i mindre grupper at 
diskutere aspekter af bevisførelse, der var relateret til ovenstående udfordringer, se bilag 4. Nogle af 
opgaverne havde til formål at styrke mere end en af de tre ovenfor nævnte vanskeligheder. Nedenfor ses 
en oversigt over hvilke udfordringer, der blev trænet i de forskellige opgaver: 
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Udfordringer Opgaver 
At koble et matematisk ræsonnements 
forudsætninger med den efterfølgende konklusion 
og at læse en matematisk tekst 
Beviser er vigtige 1, Beviser er vigtige 2, En ny slags 
matematik, Træn algebraisk manipulation, 
”Hvorfor gør vi, hvad vi gør” 
Forholdet mellem matematiske udsagn og ”den 
virkelige verden” 
Beviser vigtige 1, Beviser er vigtige 2 
Behovet for ikke empiriske bevisskemaer Beviser vigtige 2, Bevisstruktur 1, Bevisstruktur 2, 
”Hvorfor gør vi, hvad vi gør”,  Bevis selv 1, Bevis 
selv 2, ” Lav selv en sætning - og bevis den” 
Diskussion af de forskellige opgaver 
Opgaven ”Beviser er vigtige 1” (se bilag 4) begyndte med et to-kolonne bevis for: 
hvis a = b, så ville (𝑎2 − 𝑏2) = 2 ∙ (𝑎2 − 𝑏2). 
I opgaven var der i venstre kolonne skrevet de forskellige matematiske manipulationer, og eleverne skulle 
så i højre kolonne argumentere for disse omskrivninger. Håbet var, at eleverne ved at i-tale-sætte de 
matematiske omformninger ville se koblingen mellem de forskellige udtryk. Derudover ville den detaljerede 
læsning af de matematiske manipulationer kræve, at eleverne læste teksten grundigt og derfor fik erfaring 
med at læse en matematisk tekst. Efter eleverne havde fået argumenteret for at (𝑎2 − 𝑏2) = 2 ∙ (𝑎2 − 𝑏2) 
fulgte en opfordring til at dividere med (𝑎2 − 𝑏2) på begge sider. Eleverne nåede nu frem til resultatet at 1 
= 2. Derefter skulle de svare på spørgsmålene: 
Er det rigtigt?     JA □ NEJ □ 
Hvis du har svaret NEJ ovenfor, er der så fejl i beviset?   JA □ NEJ □ 
og hvad er i givet fald fejlen? 
  
Dette mindede om opgave 5 fra detektionstesten, hvor beviset mundede ud i, at alle tal var lig med 0. Langt 
de fleste elever mente med det samme, at det ikke var rigtigt, at 1 = 2, og at der måtte være en fejl i 
beviset. De kunne ikke umiddelbart se, hvor fejlen var, men de mente bestemt, at der måtte være en fejl. 
Amalie svarede dog JA og mente selv efter, hun direkte blev spurgte, at det sikkert var rigtigt at 1 = 2 - i 
denne sammenhæng.  
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Amalie svarer, at det er rigtigt, at 1 = 2 
Det var vigtigt i denne fase, at Amalie netop arbejdede i en gruppe, og i gruppen kunne diskutere hendes 
opfattelse af koblingen mellem matematik og den ”virkelige” verden. Som vi så i forbindelse med 
diagnosticeringen, så indbefattede den virkelige verden for Amalie, den verden hvor vi regner med tal (og 
antallet af mennesker og hængekøjer og den slags), men ikke den del af virkeligheden der beskrives ved 
matematiske udtryk, der indeholder variabelsammenhænge. I forbindelse med disse mere anderledes 
matematikforestillinger kan man ved at tale til hele klassen på en gang, undgå at en elev taber ansigt. 
Derfor gav det god mening på det her tidspunkt, at tale med hele klassen om forholdet mellem verden 
uden for matematikundervisningen og matematiske udtryk, samt om forskellen mellem udtryk, som 
udtrykte en relation mellem variable, og mere simple udtryk som 1 = 2.    
I opgaven ”Beviser er vigtige 2”, om hængekøjerne i sommerhuset, skulle 
eleverne med udgangspunkt i en bestemt geometriske form på træernes 
placering, udlede en matematisk beskrivelse af antallet af hængekøjer, der 
kunne hænges mellem disse træer. Derefter skulle de forsøge med en ny 
geometrisk form, og igen finde en ny matematisk beskrivelse af antallet af 
mulige hængekøjer. Formålet med denne opgave var i første omgang, at 
eleverne skulle forstå, hvordan den afsluttende matematiske formel 
afhang af forudsætningerne. På den måde kunne eleverne arbejde med 
deres forståelse for koblingen mellem forudsætninger og konklusion. Vi 
havde bevist valgt, at formulere opgaven i ”Beviser er vigtige 2” med 
udgangspunkt i ophængning af hængekøjer. Noget mere jordnært og 
virkeligt er vanskeligt at forestille sig. Netop det, at formulere et 
matematisk udtryk med udgangspunk i en så konkret situation, gav 
eleverne mulighed for at bearbejde deres matematikforestilling om 
forholdet mellem matematiske udtryk og den mere konkrete verden. 
Derudover mente vi, som også (Epp, 1998) argumenterer for, at det styrker 
elevernes forståelse for deduktive beviser, hvis man tager udgangspunkt i 
en kendt konkret situation og argumenterer for overgangen til den 
matematisk deduktive formulering. Endelig skulle opgaven hjælpe eleverne til at forstå behovet for at 
Amalies tegning af 
hængekøjer mellem 5, 10, 20 
og 30 træer 
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udlede en formel og ikke kun forsøge at tegne sig empirisk til antallet af hængekøjer. Med spørgsmålet 
Argumenter så godt som muligt for din formel, blev der åbnet op for en samtale mellem eleverne, om 
hvordan man kunne komme fra de empiriske tegne-forsøg, til den matematiske formel. Herved håbede vi, 
at styrke deres forståelse for at det ikke var nok med de empiriske bevisskemaer.  
Amalie havde tegnet sig frem til antallet af hængekøjer i op til 30 træer, og var nået frem til det rigtige antal 
hængekøjer, mellem disse. Da hun blev spurgt hvor mange hængekøjer, der kunne hænge mellem 1000 
træer, så hun meget opgivende ud. Der er ingen tvivl om, at vi her brød den didaktiske kontrakt (Brousseau, 
1997), men der er heller ingen tvivl om, at Amalie oplevede på en meget virkelig måde, at hendes empiriske 
tegne-tilgang ikke slog til. Klassen kunne godt se, at det var vigtigt, at finde en anden måde at finde antallet 
på. På det her tidspunkt, havde klassen udviklet en sociomatematisk norm, der spurgte efter alternative 
metoder (eleverne var bragt til et punkt, hvor de som nævnt bl.a. i (Education Committee og EMS, 2011) så 
nødvendigheden af ”a transition to general patterns of mathematical reasoning”), og efter en kort 
diskussion, sagde en elev, at antallet kunne bestemmes ved formlen 𝑓(𝑛) = 2𝑛 − 3. Adspurgt om hvordan 
han var nået frem til det, svarede han: 
Jakob: Jeg kunne se, der var en sammenhæng mellem at hver gang jeg tilføjede en ny hængekøje, kom der 
to nye muligheder. F.eks. steg det fra 7 til 17 da vi kom 5 nye træer ind. Det steg altså 10, når vi kom fem 
flere træer ind.  
Jakob giver her udtryk for en empirisk tilgang til formlen. Han havde gennem opgavens delspørgsmål set, 
hvordan antallet voksede, når han tegnede nye træer, og han havde så lavet regneforskriften for antallet af 
hængekøjer som funktion af antallet af træer. Vi kunne nu på klassen tale om Jakobs empiriske måde at 
finde formlen på, og tale om han nu kunne være sikker på, at det altid gjald. En anden elev kom med et nyt 
forslag, han sagde: 
Albert: Jeg indsatte antallet af hængekøjer og antallet af træer i geogebra, og lavede en ret linje. Så fandt 
jeg 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 3. 
Albert og Jakob havde i virkeligheden gjort noget næsten det samme. Begge havde brugt en empirisk 
tilgang, baseret på de taleksempler de havde tegnet sig frem til. Forskellen var, at 
Jakob selv havde set sammenhængen, mens Albert havde foretaget en lineær 
regression og fundet svaret. Albert troede, at han havde gjort noget mere 
generelt end Jakob, men det var naturligvis ikke tilfældet. Vi kunne efter en 
klassesamtale om Alberts tilgang igen spørge, om vi kunne være sikre på, at 
formlen altid gjaldt (Healy og Hoyles taler om at det er vigtigt, diskutere om en metode altid er sand, eller 
om den kun gælder nogle gange, se (Healy & Hoyles, 2000)). Vi ønskede bl.a. gennem denne opgave at 
arbejde direkte med udviklingen af en sociomatematisk norm der fordrede en interaktiv refleksion i klassen 
over hvad en acceptabel matematisk forklaring faktisk er (Cobb & Yackel, 1996). Til sidst gik en elev til 
tavlen og sagde: 
Lars: vi ved at vi har et antal træer, (Lars tegner en cirkel med træer på tavlen). Rundt kan der hænge ligeså 
mange hængekøjer, som der er træer, - der har vi det første x.  
…. 
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Lars: nu når vi skal til at tegne hængekøjer, så ved vi, der er tre træer, vi ikke kan 
tegne hængekøjer til. Den man starter i og de to man allerede har tegnet 
hængekøjer til.  
…. 
Lars: Så får vi x-3 hængekøjer mere. Nu har vi x+x-3, hvilket er 2x-3 hængekøjer. 
 
Lars argumenterede for formlen ved at sige, at antallet af hængekøjer kunne splittes op i to:  
1.) antallet af hængekøjer langs kanten af cirklen, og her kunne n hængekøjer hænge  
2.) antallet af hængekøjer inde i cirklen, og her kunne der 
hænge n-3 hængekøje 
I alt nåede han så frem til formlen 𝑓(𝑛) = 𝑛 + (𝑛 − 3) = 2𝑛 − 3. 
Klassen fik nu en diskussion om, at dette var et meget mere sikkert 
resultat, end de tidligere forsøg. I opgavens anden del, hvor der 
måtte placeres et træ i midten, var Amalie på banen. Hun kom til 
tavlen, og nu havde hun fanget ideen med at argumentere for 
formlen. Hun sagde, at der nu var en krans på n-1 træer og et træ i 
midten. Langs kanten kunne der som før hænge n-1 hængekøjer, og 
fra midten og ud kunne der hænge hængekøjer fra centertræer og ud 
til alle træerne på cirklen, altså igen n-1 hængekøjer. Hun nåede 
derfor frem til formlen 𝑓(𝑛) = (𝑛 − 1) + (𝑛 − 1) = 2𝑛 − 2. Vi fik 
derefter en snak om, hvorfor man i det ene tilfælde nåede frem til 
𝑓(𝑛) = 2𝑛 − 3 og i det andet tilfælde nåede frem til 𝑓(𝑛) = 2𝑛 − 2, 
men det var åbnelyst for alle, at det netop var fordi opgavens 
forudsætninger var ændret.  
Vi havde, som en del af interventionen, arbejdet med hvordan definitioner, aksiomer og matematiske 
sætninger forholdt sig til hinanden. De vidste således godt, at aksiomer og forudsætninger var vigtige, men 
vi ønskede at give dem en mere direkte erfaring af dette. I opgaven ”En Ny slags matematik” skulle 
eleverne se, hvad der skete, hvis vi nu antog at 0 = 1, men fortsat måtte lægge det samme til og trække det 
samme fra på begge sider af et lighedstegn. De skulle vurdere en række udsagn, som f.eks. var x=x+2 for 
alle x, og 5 = 6 samt 5 = 5 i dette system. Formålet var, at eleverne skulle opleve, hvor meget det ændrede 
konklusionerne, hvis forudsætningerne blev ændret. Ved slutningen af elevernes arbejde med opgaven, 
diskuterede klassen igen betydningen af forudsætninger for de konklusioner, der blev draget.  
Amalie udleder formlen for antallet 
af hængekøjer 
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Det at læse matematik i almindelighed, og matematiske beviser i 
særdeleshed, kræver en opmærksomhed på de enkelte matematiske 
transformationer. På samme måde som det blev trænet i ”Beviser er 
vigtige 1” skulle eleleverne i opgaven ”Træn algebraiske 
transformationer” øve sig i at læse langsomt gennem et bevis (i dette 
tilfælde beviset for løsningsformlen for en andengradsligning) og 
kommentere de enkelte skridt.  
Stærkt inspireret af (Bell, 1976) formulerede vi opgaven ”Bevisstruktur 
1” (vi mente at Bell’s lidt simple måde at beskrive de deduktive 
sammenhænge på var bedre end Knipping’s (Knipping, 2008), der nok er 
mere avancerede, men også mere komplicerede for eleverne at forstå. I 
forbindelse med denne opgave gennemgik vi et bevis på tavlen og 
fortalte om de første skridt i det strukturtræ, der illustrerer, hvordan de 
forskellige udsagn i beviset hænger sammen. Eleverne skulle så selv 
arbejde sig gennem beviset og færdiggøre strukturtræet. Efterfølgende 
skulle de på samme måde opbygge et bevisstrukturtræ for et af 
beviserne for Pythagoras lærersætning. Det tog næste 90 minutter at komme gennem denne opgave. 
Mange elever gav udtryk for, at det var vanskeligt at holde styr på, hvilke noder i træet der svarede til 
hvilke udsagn - de følte de skulle bladre frem og tilbage en hel del. I deres egen fortsættelse med 
træstrukturen og i forbindelse med opgaven ”Bevisstruktur 2”, skrev de udsagnene ind i cirklerne, og det 
virkede noget bedre. Adspurgt om hvad hun syntes hun havde fået ud af opgaven, sagde Amalie: 
Amalie: først scroller man meget op og ned, og så får man ikke så meget ud af det mens man gør det, men 
bagefter er det god at have, for så - så kan man ligesom se sammenhængen mellem de forklaringer, du har 
givet i forhold til de der bogstaver, du stiller op….(hun gentager nu det samme igen) 
Jesper: Men hvorfor er det godt at se den sammenhæng? 
Amalie: Det betyder du kan forstå det bevis, du ligesom er i gang med, så man kan lave det bagefter 
Jesper: Hvad betyder det at forstå det? 
Amalie: du forstår, hvorfor du har gjort det - det gør det ligesom lettere for en selv, for så skal du jo ikke 
tilbage og …hvad skal man sige,… og ikke på den måde man har gjort det på, for man har cirklerne (hun 
refererer til strukturtræet). Man kan se det som de enkelte (cirkler), men kan også se det, som det hele 
hænger sammen. 
Jesper: hvorfor er sammenhængen mellem de forskellige trin vigtige? 
Amalie: det er fordi du er nød til at kende overgangen mellem de forskellige 
Jesper: hvad nu hvis der var et af trinene, som man ikke kunne lave? 
Amalie: Jamen det kunne f.eks. gøre at beviset kunne gå hen og blive forkert - ligesom vi havde det der med 
at 1=2 
 
Amalie er kommet langt i forhold til samtalen om opgave 5 i detektionstesten. I testen kunne hun ikke 
forestille sig, at et bevis var forkert, men nu forstår hun, at det faktisk er en mulighed, og at rigtigheden i et 
bevis afhænger af overgangen mellem de forskellige udsagn i beviset.  
Opgaven ” Hvorfor gør vi, hvad vi gør” er kraftigt inspireret af (Epp, 1998). Eleverne begyndte med at 
gennemgå beviset for ”Kvadratet på alle ulige tal er ulige” (se bilag 4) i par-grupper, og derefter besvarede 
de spørgsmålene:  
En elevs bevisstrukturtræ for 
beviset for Pythagoras 
lærersætning 
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1. Jeg har prøvet med en række tal og det holdt…er det så ikke nok? 
2. Hvorfor opstår der pludselig et x, hvor kom det fra? 
3. Hvorfor begynder beviset med at forvente noget (eller skrive en betingelse, her: Alle ulige 
tal…) 
4. Hvordan skulle jeg kunne vide, hvilke algebraisk trick jeg skal bruge 
5. Hvorfor ender beviset, hvor det gør? 
De forskellige delspørgsmål tvinger eleverne til at tale om - og forhåbentligt blive klogere på -, hvad der 
foregår i et deduktivt bevis. Mindst to af spørgsmålene fokuserer direkte på de kompetencer, vi ønskede at 
træne (spørgsmål 3 træner direkte problemfelt 1, og spørgsmål 1 træner direkte problemfelt 3). På et 
tidspunkt kalder Amalie mig over til sig og siger: 
Amalie: Hvorfor begynder beviset med at skrive, at der kræves en forudsætning, er det fordi forudsætningen 
jo kræves hernede i selve beviset? 
Jesper: Ja 
 
Spørgsmålet viser, at Amalie har rykket sig meget fagligt i forhold til hendes forståelse for forudsætninger i 
diagnosticeringen. Nu ser hun forudsætninger, som en integreret del af beviset, - som noget der er 
nødvendigt for at kunne udføre beviset.  
Eleverne arbejdede derefter videre med beviset for at ”6 går op i tallet 𝑛3 − 𝑛 for alle n større end 1”, se 
(Dreyfus, 1999). Jeg havde regnet beviset igennem for n = 7, således at 73 − 7 blev skrevet om til (7 − 1) ∙
7 ∙ (7 + 1) og argumenteret for, at 3 måtte gå op i et af disse tre på hinanden følgende tal, og to måtte 
mindst gå op i et af tallene, så i alt gik 6 op i tallet. Langt de fleste, inklusiv Amalie, kunne efterfølgende let 
oversætte eksemplets argumenter til et generelt deduktivt bevis for sætningen.  
Derefter skulle eleverne vurdere om 120 altid gik op i tal på formen 𝑛 ∙ (𝑛 + 1) ∙ (𝑛 + 2) ∙ (𝑛 + 3) hvor n er 
et helt tal større end 1. Da denne opgave fulgte lige efter beviset for at 6 gik op i (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 ∙ (𝑛 + 1), var 
eleverne ikke i tvivl om, at dette også ville være tilfældet.  Vi havde bevist valgt eksemplet, fordi 120 går op 
i 𝑛 ∙ (𝑛 + 1) ∙ (𝑛 + 2) ∙ (𝑛 + 3) når n er forskellig fra 1 + 5*k, hvor k er et helt positivt tal - altså i langt de 
fleste tilfælde. Ingen af eleverne forsøgte med tal, hvor det ikke virkede (det skyldes sikkert, at de forsøgte 
med tal mindre end 6). De vidste godt, at det ikke var godt nok med et empirisk bevis, men de kunne ikke 
konstruere et deduktivt, og derfor bad jeg dem op at nedskrive deres empiriske bevis. En diskussion af 
denne opgave spillede en væsentligt rolle i den efterfølgende evalueringen af eleverne udbytte af dette 
interventionsforløb.  
I den sidste opgave i interventionsforløbet skulle eleverne selv konstruere en simpel matematisk sætning 
og derefter bevise sætningen. Det viste sig meget vanskeligt - og i bagklogskabens lys, var det en for 
vanskelig opgave. Det vanskelige bestod i at finde på den sætning de skulle bevise. De kæmpede og nogle 
nåede igennem.  
Evaluering af Amalies progression 
Efter interventionsforløbet ønskede vi at vurdere, hvilken effekt interventionen havde haft på klassens 
bevis- og ræsonnementskompetence.  Da vi i forbindelse med diagnosticeringen og flere gange i løbet af 
interventionen havde interviewet Amalie, var vi i stand til at vurdere hendes udvikling langt bedre end 
resten af klassens. Hele klassen blev bedt om at arbejde individuelt med opgaverne 9 spørgsmål fra 
professorens venner (se bilag 5). Efterfølgende blev Amalie interviewet om hendes besvarelse.  
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Vi havde konstrueret opgaverne i 9 spørgsmål fra professorens venner på en sådan måde, at vi kunne 
fokusere på de problemfelter, der havde vist sig i diagnosticeringen: 
1.) Problemer med at koble et matematisk ræsonnements forudsætninger med den efterfølgende 
konklusion.  
2.) En opfattelse af matematiske udsagn som noget der ikke har noget med virkeligheden at gøre.  
3.) En prioritering af empiriske beviser.  
De fire første opgaver var designet til at åbne op for en samtale om forholdet mellem forudsætninger og 
konklusioner, mens spørgsmål fem satte fokus på matematikforestillingen om forholdet mellem 
matematiske udsagn, og det udsagnene udtalte sig om, og endelige satte spørgsmålene seks, syv og ni 
fokus på forholdet mellem empiriske og deduktive bevisskemaer. Opgave otte havde ikke et direkte fokus, 
der pegede ned i diagnosticeringens problemfelter, men var lagt ind for at skabe afstand i elevernes 
bevidsthed mellem spørgsmål syv og ni, en afstand vi vil komme ind på i det følgende.  
Forholdet mellem forudsætninger og konklusioner 
Allerede i forbindelse med interventionsforløbet, havde vi observeret, at Amalie havde gjort fremskridt. Det 
gælder f.eks. Amalies kommentarer om værdien af bevisstrukturtræer (se afsnittet Intervention under Case 
fra Aarhus Statsgymnasium). Her fortalte Amalie, at med bevisstrukturtræer …kan man ligesom se 
sammenhængen mellem de forklaringer, du har givet i forhold til de der bogstaver, du stiller op…og videre 
(lidt senere i interviewet)… Det betyder du kan forstå det bevis, du ligesom er i gang med…(teksten med 
kursiv er Amalies citater fra interviewet). 
Under diagnosticeringen havde Amalie flere gange fejlagtigt troet, at hun forstod den matematik hun læste, 
men når vi senere spurgte ind til indholdet, viste det sig, at hun ofte ikke havde fanget de matematiske 
sammenhænge og hvad vigtigere er, hun havde ikke erkendt vigtigheden af at forstå disse sammenhænge.  
Også i forbindelse med arbejdet med opgaven Hvorfor gør vi, hvad vi gør i interventionsforløbet går det op 
for Amalie at forudsætningerne er vigtige. Vi kan næsten tidsfæste det øjeblik, hvor denne sammenhæng 
går op for Amalie, for som beskrevet under interventionsafsnittet kalder hun pludselig Jesper over og siger: 
Hvorfor begynder beviset med at skrive, at der kræves en forudsætning, er det fordi forudsætningen jo 
kræves hernede i selve beviset? 
I Amalie besvarelse af spørgsmål 3 i evalueringsmaterialet, skrev hun 
 
Da vi i det efterfølgende interview spurgte ind til besvarelsen, gentog Amalie blot, at fordi både x og y 
begge er lig med a og a selv er lig med a, så må x være lig med y.  
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Hun viste her igen en klar forståelse for, at forudsætningerne er helt afgørende for konklusionen, og at hun 
kan skelne mellem, hvad der er forudsætning, og hvad der er konklusion.  
I spørgsmål fire, hvad Amalie imidlertid svaret anderledes: 
 
og vi undrede os over, at hun som begrundelse skrev, at det svarede til den ovenstående opgave. Da vi 
under interviewet spurgte ind til opgaven, sagde hun imidlertid, at hun vist bare var kommet til at sætte 
krydset det forkerte sted.  
Matematikforestillinger om forholdet mellem matematiske udsagn og det som udsagnene siger 
noget om  
I forbindelse med arbejdet med opgaven om antallet af hængekøjer i mit sommerhus, fortalte Amalie, da 
hun blev spurgt, hvorfor sammenhængene mellem de forskellige argumenter i redegørelsen var vigtige, at 
det er fordi du er nødt til at kende overgangen mellem de forskellige, og at hvis et af trinene ikke kunne 
laves, ville det gøre at beviset kunne gå hen og blive forkert (teksten med kursiv er igen Amalies citater fra 
interviewet). Amalie dokumenterer allerede på det tidspunkt i interventionsforløbet, at hun i modsætning 
til interviewet om spørgsmål fem i 23 spørgsmål fra professoren nu godt vidste, at alle beviser ikke 
automatisk er korrekte.  
Evalueringsinterviewet styrkede vores overbevisning om, at der virkelig var sket et skifte i Amalies syn på 
bevisers autoritative status og i hendes forståelse for sammenhængen mellem det beviset viste og så den 
talverden, som Amalie ellers kendte. En del af interviewet forløb således: 
Jesper: Her står et bevis, og det kører ned igennem her 
Amalie: Ja 
Jesper: Vi når frem til, at 4 = 5, er det sandt? 
Amalie: Nej 
Jesper: prøv at forklar hvad du mener med det 
Amalie: Jeg kan ikke rigtigt forklare det, men der må være en fejl i beviset. Jeg kan ikke umiddelbart se hvad 
fejlen skulle være, men der må være et eller andet.  
 
Der er i denne sammenhæng ikke så vigtigt, at Amalie ikke kan se, hvor fejlen i beviset ligger, men at hun er 
helt klar over, at der må være en fejl, fordi resultatet er forkert. Hendes tidligere meget autoritative 
bevisskema er nu afløst af en mere matematisk korrekt forståelse for beviser. Vi har efterfølgende 
overvejet, at det ville være bedre i denne opgave, at benytte et bevis der indeholdt en række variable, for 
diagnosticeringen kunne tyde på, at Amalies matematikforståelse i forbindelse med matematiske beviser 
afhang af brug af ubekendte.  
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Empiriske og deduktive beviser 
Under diagnosticeringen havde Amalie benyttet et empirisk bevisskema, både da hun skulle vise at Hvis 
man lægger to ulige tal sammen, får man altid et lige tal og i forbindelse med beviset for Hvis man har to 
ulige tal, q og p, så vil 4 altid gå op i (𝑝 + 𝑞) ∙ (𝑝 − 𝑞). Det var hun bestemt ikke den eneste i klassen, der 
havde benyttet. Det var derfor interessant at se Amalies besvarelse af spørgsmål seks og syv. Spørgsmål 
seks refererede tilbage til opgaven Bevis selv 1 fra interventionsmaterialet. Spørgsmålet begynder med en 
liste på fire tilfælde, som umiddelbart viser, at sætningen er rigtig, og vi bad så eleverne tage stilling til en 
række udsagn om det nævnte bevis, med udgangspunkt i at de kun vidste, at de eksempler vi netop havde 
nævnt opfyldte sætninge (se spørgsmål 6 i bilag 5). 
Amalies satte kryds udfor, at det er overvejende sandsynligt at sætningen er sand, og skrev neden under sit 
kryds: Dette er et empirisk bevis, så derfor kan man sige, at det ikke er 100 % rigtigt. 
I det efterfølgende interview bekræfter Amalie, at hun nu har forstået forskellen på et empirisk og et 
deduktivt bevis: 
Amalie: der er jo ikke noget deduktivt bag ved det, så det er jo overvejende sandsynligt, men det er jo ikke 
100% rigtigt, fordi det er empirisk, så derfor kan man jo ikke sige, at sådan her er det, fordi det er det i 5 
tilfælde. 
I anden del af spørgsmål seks, begynder vi med at minde eleverne om, at de faktisk har bevist sætningen i 
forbindelse med interventionsforløbet, og spørger så om de tror, der kunne findes et modeksempel. 
Inspireret af (EMS, 2011) ønskede vi med dette spørgsmål at undersøge elevernes forståelse for 
generaliteten af et matematisk bevis. Amalie svarede, at selv om vi havde bevist at 6 går op i (n3-n), for alle 
hele tal n > 1, (og Amalie havde forstået beviset), så mente hun godt, der kunne findes modeksempler.  
Hun har således ikke helt forstået styrken ved det deduktive bevis.  
Spørgsmålene syv og ni hang sammen. I disse spørgsmål refererede vi tilbage til opgaven Bevis selv 2 fra 
interventionsmaterialet. Eleverne var i denne opgave blevet stillet over for et bevis, hvor et empirisk 
bevisskema i fire ud af fem tilfælde ville bevise sætningen, mens hvert femte tal ville modbevise den. Ingen 
af eleverne havde nået til modeksemplet, og de havde derfor en empirisk tro på sætningen. Vi havde håbet, 
at eleverne ville besvare spørgsmål syv, glemme deres besvarelse i forbindelse med løsningen af spørgsmål 
otte, og så i spørgsmål ni se et modeksempel på sætningen uden at vende tilbage til spørgsmål syv for at 
ændre deres svar. Det viste sig i interviewet med Amalie, at det ikke helt var lykkedes. Hun var vendt 
tilbage til spørgsmål syv og havde svaret, at en dygtig matematiker ikke kan finde et deduktivt bevis på 
sætningen (i forbindelse med interviewet om spørgsmål 9 siger Amalie: nu ved jeg godt, hvorfor jeg havde 
svaret således på det andet spørgsmål).  
Spørgsmål ni begynder med, at eleverne selv skal vise, at tallet 6 ikke opfylder sætningen. Det gør Amalie 
uden problemer. I interviewet spørger Jesper Amalie, hvad man så kan sige om sætningen, og Amalie 
svarer: 
Amalie: Det siger jo så at det så ikke passer, det er jo derfor, at der ikke er en eller anden matematiker, der 
kan gå ind og lave et deduktivt bevis for at formlen den er rigtig.  
Lidt senere i opgaven forsøger Jesper om muligt at presse Amalie til at skifte mening. Han spørger, om hun 
nu er helt sikker, men hun holder fast. Interviewets sidste del forløber således: 
Jesper: Kan Jesper, jeres dygtige matematiklærer, opstille et deduktivt bevis for sætningen? 
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Amalie griner 
Jesper: Tror du ikke han kunne, hvis han nu meget gerne ville. Hvis jeg nu brugte hele min sommerferie på 
det? 
Amalie: Nej 
 
Ovenstående viser, at Amalie i forbindelse med undervisningen har opnået en sikker forståelse for 
forholdet mellem empiriske og deduktive beviser.  
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Samlet diskussion 
Vi vil her sammenholde resultaterne fra de to cases og relatere til den anvendte litteratur. 
Hvis man skal kunne forstå et matematisk ræsonnement, som foreligger på skrift, så skal man først og 
fremmest være i stand til at læse ræsonnementet på den rigtige måde. Igennem processen blev det klart, at 
dette er en helt grundlæggende færdighed, som mange elever har problemer med. Sonja og Sarah fra HB-
gym havde en tendens til at læse teksten meget mekanisk uden at stoppe op og overveje, hvad der egentlig 
stod. De manglede tydeligvis redskaber til at inddele et ræsonnement i meningsfulde dele, der kunne 
studeres hver for sig og tilsammen give et overblik over ræsonnementet. Interventionen på HB-gym kom i 
høj grad til at handle om at opøve denne færdighed. Her var én af nøglerne, at eleverne fik skabt en socio-
matematisk norm (Cobb og Yackel, 1996), der handlede om, at man hele tiden skal spørge ”hvorfor gælder 
det?”. Målet var, at de enkelte argumenter i et ræsonnement blev noget, man skulle forholde sig til, og ikke 
noget man blot accepterede, fordi det stod i bogen. Eleverne skulle således flyttes fra et autoritativt 
bevisskema (Harel og Sowder, 2007) til et deduktivt. At interventionen havde en effekt fremgik eksempelvis 
af, at Sonja kunne finde på at sige ”jeg forstår ikke det her argument”. Dette havde været utænkeligt inden 
interventionen.  
For at kunne forholde sig til de enkelte argumenter var det nødvendigt, at man i det hele taget kunne 
identificere dem. Igen handlede det om at kunne stoppe op og overveje, hvornår der var en påstand i 
teksten. Som noget helt grundlæggende blev eleverne her trænet i at stoppe op, hver gang der var et 
lighedstegn og forholde sig til, hvorfor dette lighedstegn gjaldt. Der kan naturligvis være mange argumenter 
i matematiske ræsonnementer, der ikke kan identificeres ud fra et lighedstegn, men det var et skridt på 
vejen. Som allerede nævnt synes der også at være sket fremskridt for eleverne. Det at de i det hele taget 
forholdt sig til, om et givet argument er korrekt vidnede om en øget forståelse for, hvordan man skal læse 
matematiske ræsonnementer. Hos Amalie fra AASG var der også vanskeligheder med at læse matematiske 
ræsonnementer. Specifikt handlede det her om vanskeligheder med at koble et ræsonnements 
forudsætninger med dets konklusion. I interventionen blev der arbejdet systematisk med at tydeliggøre 
relationen mellem forudsætninger og konklusion. Det blev klart for Amalie, at forudsætningerne faktisk er 
en altafgørende del af et ræsonnement. Et vigtigt redskab i denne sammenhæng var Bells strukturtræ 
(1976). Gennem arbejdet med strukturtræet opnåede hun evnen til at opnå et større overblik over et 
ræsonnement som helhed.  
Et andet væsentligt fænomen, der kan være en snublesten for elevers forståelse af matematiske 
ræsonnementer er empiriske bevisskemaer. Disser er eksempelvis et fokuspunkt hos Harel og Sowder 
(2007) og EMS Newsletter (2011). På den fælles dag på HB-gym var det tydeligt, at mange elever havde en 
empirisk tilgang til beviser. Det viste sig eksempelvis ved, at allerede beviste påstande tilsyneladende 
tillader undtagelser. Den empiriske tilgang knytter sig til elevernes matematikforestillinger. Som allerede 
nævnt skal eleverne lære en helt ny måde at tænke på, når vi forsøger at flytte dem fra empiriske til 
deduktive bevisskemaer. Der blev i interventionen arbejdet systematisk med at klargøre forskellen på disse 
for eleverne. Det gav eksempelvis en god effekt eksplicit at benytte begreberne ”empirisk” og ”deduktiv” 
over for eleverne. Amalie fra AASG blev efterhånden så fortrolig med disse begreber, at hun selv anvendte 
dem i sine forklaringer. Hun kunne i ét tilfælde forklare, at når der var givet et empirisk modeksempel til en 
påstand, så var det ikke muligt at føre et deduktivt bevis for påstanden. Den afgørende indsats over for de 
empiriske bevisskemaer har været de mange opgaver, der har været anvendt i interventionen. De har givet 
mulighed for at diskutere med eleverne, hvad det vil sige at bevise. Amalie er tydeligvis blevet mindre 
empirisk i sin tilgang, fordi hun er blevet tvunget til at ræsonnere. 
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Den empiriske tilgang til ræsonnement blev især tydelig, når eleverne selv skulle producere matematiske 
ræsonnementer. For Sonja og Sarah fra HB-gym var det meget svært, og ofte umuligt, at give deduktive 
ræsonnementer. Især for Sonjas vedkommende bundede dette i høj grad i en manglende forståelse for 
forskellen på empiriske og deduktive argumenter. Det blev blandt andet derfor vurderet, at interventionen 
skulle koncentrere sig om forståelse af ræsonnementer, frem for produktion. Hos klassen på AASG var der 
generelt en forståelse hos eleverne af, at deduktive beviser er bedre end empiriske, og dermed også en vis 
forståelse for forskellene mellem dem. Denne klasse er en årgang over klassen fra HB-gym, så det er ikke så 
underligt, at der er forskel. Ikke desto mindre anvendte eleverne fra AASG generelt en empirisk tilgang, når 
de selv skulle bevise påstande. Dette gjaldt også specifikt for Amalie. Der blev i interventionen arbejdet 
med, at Amalie skulle føle et behov for deduktive beviser, eksempelvis i opgaven med hængekøjerne. Ifølge 
EMS Newletter (2011) er oplevelsen af et sådant behov en væsentlig forudsætning for at tilegne sig den 
deduktive tilgang. Det blev her tydeligt for Amalie, at den empiriske tilgang ikke altid slår til. Et vigtigt skridt 
på vejen til at lære at producere deduktive ræsonnementer er således, at man forstår nødvendigheden af 
dem, og at man forstår forskellen på empiriske og deduktive ræsonnementer. Noget andet er så, om man 
formår selv at producere ræsonnementer, selv med denne viden.  
Ud fra kortlægningen af elevernes vanskeligheder med henholdsvis at forstå og at producere matematiske 
ræsonnementer er det vores overbevisning, at de empiriske bevisskemaer er en helt central faktor, når 
man skal forklare forskellen i sværhedsgrad på de to aktiviteter. Selv hvis en elev har opnået en vis 
forståelse for, at deduktive beviser er bedre end empiriske, så er det ikke nogen garanti for, at hun selv kan 
ræsonnere deduktivt. Når det handler om selv at producere ræsonnementer, synes der ofte at ske et 
tilbagefald til den empiriske tilgang. Der kan være flere grunde til dette. I nogle tilfælde handler det 
formentlig om, at den deduktive tilgang ikke fuldt ud er internaliseret. Empiriske argumenter opleves i disse 
tilfælde stadig som mere overbevisende end deduktive. Men ud fra især resultaterne fra AASG tyder det 
også på, at den empiriske tilgang stadig benyttes ved egen produktion af ræsonnementer, selv når den 
deduktive tilgang er fuldt ud accepteret og forstået, når det gælder andres argumenter (typisk i 
lærebogen). I disse tilfælde kan eleverne fx rutinemæssigt indvende, at det ikke er et fyldestgørende bevis, 
hvis man kun tjekker nogle få specialtilfælde. At de så alligevel selv benytter empiriske argumenter kan 
måske skyldes, at det simpelthen er svært at producere deduktive argumenter. De kræver ofte, at man skal 
få en god ide, og som Dreyfus (1999) påpeger, kræver de også ofte et matematisk sprog og en erfaring, som 
man ikke kan forvente af gymnasieelever. En vigtig pointe i denne rapport er derfor, at der i undervisningen 
i almindelighed og i matematikvejledningen i særdeleshed tænkes i en progression fra forståelse til 
produktion. Endvidere må forståelse i nogle tilfælde betragtes som det realistiske mål, sådan som det også 
er fremgået ved eleverne fra HB-gym.  
På baggrund af vores arbejde med eleverne er det blevet tydeligt, at matematikforestillinger spiller en 
overordentlig stor rolle i forbindelse med matematiske ræsonnementer. Overordnet kan man sige, at det er 
vigtigt, at eleverne socialiseres ind i den rette matematiske kultur, hvis de skal opnå fortrolighed med 
matematisk ræsonnement. Vi har eksempelvis set, at Sonja opfatter matematik som et fag, hvor man 
regner opgaver. Hendes tidligere erfaringer har ikke givet anledning til et fokus på argumentation og 
ræsonnement. Vi har også set, at empiriske bevisskemaer er en meget udbredt komponent i elevers 
forestillinger om matematik. Det er en væsentlig opgave for matematiklæreren – og matematikvejlederen – 
at gøre det klart for eleverne, hvad matematik er for et fag. Hvad er det vi arbejder med, og hvordan gør vi 
det? Netop fordi matematikkens verden og vores måde at argumentere på er så anderledes, er det 
nødvendigt med et stærkt fokus på disse spørgsmål.  
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I dette projekt har vi arbejdet med elevernes matematikforestillinger, når det kommer til ræsonnement og 
bevisførelse, samtidig med at elevernes mere specifikke vanskeligheder er forsøgt afhjulpet. Interventionen 
har været primært klasserumsbaseret på AASG, mens den har foregået i en lille gruppe på to elever på HB-
gym. I begge tilfælde har eleverne kunnet drage nytte af hinandens indsigter. Ideen har været, at klassen 
eller gruppen sammen kunne forhandle sig frem til socio-matematiske normer omkring ræsonnement og 
bevisførelse. Den optimale gruppestørrelse kan diskuteres, og den vil under alle omstændigheder afhænge 
af situationen. På AASG var det meningsfuldt at foretage en klasserumsbaseret intervention, idet eleverne 
generelt havde en god forståelse for ræsonnement og bevisførelse. På HB-gym var der så mange ting, der 
skulle arbejdes med hos de udvalgte elever, at det blev vurderet, at de ikke kunne flyttes tilstrækkeligt ved 
en klasserumsbaseret intervention. Under alle omstændigheder er det nødvendigt at foretage individuelle 
interviews med detekterede elever.  
Det er vores vurdering, blandt andet baseret på de ”9 spørgsmål fra professorens venner”, at de udvalgte 
elever i projektet har opnået et betydeligt udbytte af interventionen. Det kan altid diskuteres, om et sådant 
udbytte primært skal tilskrives en ”Hawthorne-effekt”, eller om det er mere snævert forbundet med den 
valgte intervention. Ikke desto mindre har vi bestræbt os på at vælge en interventionsmetode, der tog 
afsæt i diagnosticeringen af de enkelte elever. Dette ser vi som et helt afgørende element i en 
matematikvejleders virke, og det er vores overbevisning, at man herigennem har et effektfuldt redskab til 
at afhjælpe elevernes matematikvanskeligheder.  
Konklusion 
I problemformuleringen spørger vi, hvad der ligger bag elevernes vanskeligheder med henholdsvis at forstå 
og producere matematiske ræsonnementer. Som nævnt i indledningen giver såvel litteraturen som vores 
egne erfaringer grund til at tro, at disse aktiviteter er forskellige i sværhedsgrad, og det er da også i høj grad 
blevet bekræftet gennem vores arbejde med eleverne. Hvad angår forståelse af matematiske 
ræsonnementer har vi set, at evnen til at læse ræsonnementer på den rigtige måde er afgørende. 
Derudover er det vigtigt, at eleverne oplever et behov for deduktive argumenter. Sidstnævnte er også en 
væsentlig forudsætning for selv at kunne producere ræsonnementer. Dette er generelt sværere end 
forståelse, blandt andet fordi eleverne mangler det nødvendige matematiske sprog. Vi har desuden set, at 
eleverne ofte anvender en empirisk tilgang, når de selv skal ræsonnere, selvom de har forstået at den 
deduktive tilgang er det, der ønskes.   
I den sidste del af problemformuleringen spørger vil til den rolle, som elevernes matematikforestillinger 
spiller i forbindelse med matematiske ræsonnementer. Det er blevet klart, at en forudsætning for at kunne 
arbejde med matematiske ræsonnementer er, at eleverne opnår en forståelse for, hvad matematik er for et 
fag. Eleverne skal socialiseres ind i en kultur hvor deduktive matematiske ræsonnementer spiller en 
væsentlig rolle.  
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Bilag 
Bilag 1: Klassediagnosticering i Kolding 
Plan for dagen i Kolding 
Tid og sted 
Vi mødes 11/3 
Mødes kl. 10:00 på HBGYM, Skovvangen 28, 6000 Kolding 
Første undervisnings periode 10:20 - 11:20  
Frokost: 11:20 - 11:50 
Anden undervisnings periode 11:50-12:50 
Efterfølgende samtale om dagens oplevelser 13:00-14:00 
Plan for undervisningen 
Inden undervisning 
Eleverne har arbejdet i ca. 15 min. med skakbrætsproblemet. De har fået problemet for som lektie. 
I undervisningen 
Indledning (ved Tina) 
Vi starter med at bede en elev vise sin løsning af skakbrætsproblemet 
Klassen diskuterer hvorfor det ikke kan lade sig gøre.  
Fase 1: Hvad betyder det at have bevist noget (Jesper introducerer) 
Vi præsenterer en række taleksempler på 6|𝑛3 − 𝑛. 
Eleverne sætter sig i 3-mandsgrupper (Tina har på forhånd lavet grupperne)  
De får udlevet beviset og skal give en sproglig forklaring på de enkelte skidt i beviset, (Christian har beviset 
med) 
Derefter skal de svarer på spørgsmålet: 
Giv et argument for at 6 går op (593 − 59) 
Fase 2: Ligger problemerne i symbolmanipulation (instrumentel forståelse) og er problemerne knyttet til 
bestemte typer af beviser. (Christian introducerer) 
Er der forskel på det ene og andet bevis  
 Eleverne får udleveret nogle papirstykke med retvinklede trekanter og måler på siderne og 
viser Pythagoras (Jesper kommer med papir med trekanter på) 
 Pythagoras med figurer (de får udleveret en sproglig forklaring på hvad de skal - hvor de 
skal klippe og hvordan de skal flytte figurerne rundt). Christian har skabeloner med og 
beviset. 
 Pythagoras med algebraiske manipulationer (De får udlevet beviset og skal give en sproglig 
forklaring på de enkelte skidt i beviset). Jesper kommer med papir med beviset.  
Eleverne skal individuelt nu besvare spørgsmålene: 
 Har vi nu bevist det for alle trekanter? 
 Hvilket af beviserne er mest matematisk? 
 Hvilket forstod I bedst (og hvorfor)? 
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Fase 3: Diagnosticering med udgangspunkt i Detektionstest 2  
Eleverne skal i grupperne tale om udvalgte spørgsmål fra Detektionstest 2, mens vi går rundt og taler med 
grupperne. (Tina laver et ark med de udvalgte spørgsmål) 
6 går op i 𝒏𝟑 − 𝒏 for alle n 
I skal i det følgende se på en sætning om naturlige tal og sammen gennemgå beviset i gruppen.  
Sætning 
6 går op i 𝑛3 −  for alle naturlige tal 𝑛. 
 
Bevis 
Vi kigger på udtrykket 𝑛3 − 𝑛 og starter med at sætte 𝑛 uden for parentes: 
𝑛3 − 𝑛 = 𝑛(𝑛2 − 1)  
Nu benytter vi en kvadratsætning: 
𝑛(𝑛2 − 1) = 𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 − 1) = (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 ∙ (𝑛 + 1)  
Her ser vi, at 𝑛3 − 𝑛 = (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 ∙ (𝑛 + 1), altså et produkt af tre på hinanden følgende naturlige tal. 
Tallet 3 må gå op i præcis ét af disse tal, og 2 må gå op i mindst et af dem. Både 2 og 3 går altså op i 𝑛3 − 𝑛, 
og derfor går 6 også op i 𝑛3 − 𝑛. 
 
Opgave (individuelt) 
Giv et argument for, at 6 går op i 593 − 59 (skriv herunder): 
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Nogle trekanter 
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Et bevis for Pythagoras lærersætning 
 
Bevis 
Forudsætninger:  
 
 
 
 
 
Tegning 
  
 
 
 
Beskriv de enkelte skridt i beviset. I må gerne bruge mere plads til forklaringer, end den som er givet ved de 
prikkede linjer.  
Forklar, hvad punktet D er:  …………………………………………………………………………………………….. 
De tre trekanter, ∆ACD, ∆CDB og ∆ACB er alle ensvinklede.  
Hvorfor:    …………………………………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………………………………….. 
Sæt |AD| = x, |DB| = y. Siderne a, b og c er som sædvanligt siderne overfor de tilsvarende vinkler. 
𝑥
𝑏
=
𝑏
𝑐
⟺ 𝑥 =
𝑏2
𝑐
, Hvorfor:  …………………………………………………………………………………………….. 
𝑦
𝑎
=
𝑎
𝑐
⇔ 𝑦 =
𝑎2
𝑐
, Hvorfor:  …………………………………………………………………………………………….. 
𝑐 = 𝑥 + 𝑦 =
𝑏2
𝑐
+
𝑎2
𝑐
=
𝑏2+𝑎2
𝑐
, Hvorfor: …………………………………………………………………………………………….. 
𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2, Hvorfor:  …………………………………………………………………………………………….. 
A 
C 
B 
D 
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Bevis for Pythagoras’ sætning 
Pythagoras’ sætning 
I en retvinklet trekant ABC, hvor vinkel C er ret, gælder der  
𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2. 
 
Bevis 
Vi betragter en vilkårlig retvinklet trekant ABC, hvor vinkel C er ret. 
 
I figur 1 og 2 er fire kopier af denne trekant på to forskellige måder placeret i et kvadrat med 
sidelængden 𝑎 + 𝑏 (se næste side). Vi vil beregne de ”sorte” arealer i hver af figurerne. 
I figur 1 består det sorte areal af et kvadrat med sidelængen c. Det sorte areal i figur 1 er derfor  
𝑐 ∙ 𝑐 = 𝑐2 
I figur 2 har vi to sorte kvadrater. Disse kvadraters sidelængder er hhv. a og b. Deres arealer er 
altså 𝑎 ∙ 𝑎 = 𝑎2 og 𝑏 ∙ 𝑏 = 𝑏2. Det samlede sorte areal i figur 2 er derfor 
𝑎2 + 𝑏2 
I både figur 1 og 2 har vi et stort kvadrat med sidelængden 𝑎 + 𝑏, og hvert af disse kvadrater 
indeholder fire kopier af trekant ABC. Det areal, der er tilovers udover trekanterne i hhv. figur 1 og 
figur 2, må derfor være det samme. Med andre ord er det sorte areal i figur 1 lig med det sorte 
areal i figur 2,dvs.  
𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2 
Hermed er Pythagoras’ sætning bevist. 
Bemærkning: Egentlig er beviset ikke fuldstændigt, da vi ikke har argumenteret for, at den sorte 
firkant i figur 1 er et kvadrat. For at gøre dette, skal vi vise, at dens vinkler er 90°. Dette kan vi se 
ved, at det for hver vinkel i det sorte kvadrat gælder, at de to vinkler, der støder op til vinklen har 
summen 90°, da de er de to spidse vinkler i trekant ABC. Da en lige vinkel er 180°, må vinklerne i 
den sorte firkant derfor være 90°, og da alle sider er lige lange, er det et kvadrat. 
  
a
b
c
B
A
C
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Figur 1    
 
Figur 2 
 
 
 
 
 
 
  
a
c
b
b
a b
a
b
a
c
c
c
b
a
b
a
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Skabelon til bevis for Pythagoras 
 
 
 
 
                     
  
a
b
c
Klip ind langs mig!!
a
b
c
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Instruktion til ”klippebevis” for Pythagoras 
Du har fået udleveret en skabelon med to ens figurer. Den ene figur skal der klippes i, den anden 
skal der ikke klippes i. Formålet med øvelsen er at få en ide til, hvordan man kan bevise 
Pythagoras’ sætning. Du skal gøre følgende: 
 
1) Klip det af de to store kvadrater ud, hvor der er en stiplet linje. Du skal ikke klippe gennem 
hele papiret men kun langs kanterne af kvadratet, sådan at der bliver et hul i papiret, der 
hvor kvadratet var før. 
2) Nu klipper du de fire trekanter af det, du har klippet ud i punkt 1), sådan at du nu har et 
lille kvadrat og fire trekanter.  
3) De fire trekanter skal du forsøge at placere på en bestemt måde i det hul i papiret, som du 
lavede i punkt 1). Trekanterne skal placeres således, at der dannes to rektangler og to 
kvadrater. Kvadraterne kommer til at være ”huller”. 
4) Sammenlign nu den figur du har lavet med den oprindelige figur, som der er en ekstra kopi 
af nederst på siden. Kan du bruge figurerne til at bevise Pythagoras sætning? Som en hjælp 
kan det nævnes, at du skal kigge på arealerne af de forskellige kvadrater. 
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Bilag 2: Opgaver brugt i forbindelse med diagnosticeringen 
Svar på følgende spørgsmål 
1. Hvad er et matematisk bevis for dig? 
2. Hvad er et matematisk bevis for en matematiker? 
3. Er matematisk beviser vigtige for dig, og i givet fald hvorfor? 
4. Er matematisk beviser vigtige for matematikken, og i givet fald hvorfor? 
5. Hvad er et godt bevis for dig? 
6. Hvad er et godt bevis for en matematiker? 
7. Hvilke typer af beviser giver den højeste karakter til eksamen? 
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Forskellige typer af beviser 1 
Anders, Bonnie, Charlotte, Dan, Erik og Yvonne prøver at bevise følgende sætning: 
Når du summer to lige tal, bliver svaret altid et lige tal 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Yvonne siger 
 
                                                
 
 
 
 
Dermed er sætningen bevist 
 
1. Hvilket af beviserne svarer mest til den måde du ville bevise sætningen på? 
2. Hvilket af beviserne tror du ville give den bedste karakter? 
3. Hvilket bevis forklarer bedst hvad sætningen siger? 
 
  
+ 
= 
Anders siger: 
a er et tilfældigt helt tal 
b er et tilfældigt helt tal 
2a og 2b er to tilfældige lige tal 
2a+2b=2(a+b) 
Dermed er sætningen beviset 
 
Bonnie siger 
2+2=4 4+2=6 
2+4=6 4+4=8 
2+6=8 4+6=10 
Dermed er sætningen bevist 
 
Charlotte siger 
Et lige tal er et tal som kan divideres med to. Når du lægger to tal sammen med en fælles divisor, 
som i dette tilfælde er 2, vil resultatet også have den samme fælles divisor. 
Dermed er sætningen bevist 
 
Dan siger 
Lige tal ender på 0, 2, 4, 6 eller 8. Når du lægger to tilfældige af disse tal sammen, vil du få et tal 
som også ender på enten 0, 2, 4, 6 eller 8. 
Dermed er sætningen bevist 
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Forskellige typer af beviser 2 
Kate, Lone, Maria og Ninna blev bedt om at bevise følgende sætning: 
Når man ganger tre tal, som kommer lige efter hinanden, sammen, får man et resultat som 6 går op i. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Kate siger: 
Hvis 6 går op i et tal, så går 2 og 3 også op i tallet. 
Hvis du har tre tal som kommer lige efter hinanden, vil tre gå op i et af dem, for tre går op i hvert 
tredje tal. 
På samme måde, hvis du har tre tal som kommer lige efter hinanden, vil to gå op i et af dem, for to 
går op i hvert andet tal. 
Hvis du derfor ganger tre tal sammen, som kommer lige efter hinanden, vil 2 gå op i mindst et af de 
tre tal og 3 vil gå op i et af tallene. 
Dermed er sætningen bevist 
 
Lone siger 
1 ∙ 2 ∙ 3 = 6 
2 ∙ 3 ∙ 4 = 24 
4 ∙ 5 ∙ 6 = 120 
6 ∙ 7 ∙ 8 = 336 
Dermed er sætningen bevist 
 
Maria siger 
x er et tilfældigt helt tal 
𝑥 ∙ (𝑥 + 1) ∙ (𝑥 + 2) = (𝑥2 + 2) ∙ (𝑥 + 2) = 𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥2 + 2𝑥 
2-tallerne går ud mod hinanden, og vi får 1 + 1 + 2 + 2 = 6 
Dermed er sætningen bevist 
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1. Hvilket af beviserne svarer mest til den måde du ville bevise sætningen på? 
2. Hvilket af beviserne tror du ville give den bedste karakter? 
3. Hvilket bevis forklarer bedst hvad sætningen siger? 
 
 
Bevis selv 1 
Sætning: Hvis man lægger to ulige tal sammen, får ma altid et lige tal 
Bevis selv 2 
Sætning: Hvis man har to ulige tal, q og p, så vil 4 altid gå op i (𝑝 + 𝑞) ∙ (𝑝 − 𝑞) 
 
  
Nina siger 
Enten er det første tal lige, og så kan de skrives som 2a (hvor a er et helt tal), ellers er det ulige, og kan skrives 
som 2b-1 (hvor b er et helt tal) 
 Hvis det første tal er lige: 
o 2𝑎 ∙ (2𝑎 + 1) ∙ (2𝑎 + 2) er deleligt med 2 
o og enten går 3 op i a    Så er vi færdig 
o eller 3 går ikke op i a 
 så går 3 ikke op i 2a 
 så gælder at 3 går op i enten (2a+1) eller (2a+2) Så er vi færdig 
 Hvis det første tal er ulige 
o (2𝑏 − 1) ∙ (2𝑏 ∙ (2𝑏 + 1) er deleligt med 2 
o og enten går 3 op i b    Så er vi færdig 
o eller 3 går ikke op i b 
 Så går 3 ikke op i 2b 
 Derfor går 3 op enten i (2b-1) eller i (2b+1) Så er vi færdig 
Dermed er sætningen bevist 
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Seks beviser for Pythagoras lærersætning  
Bevis for Pythagoras lærersætning 
 
 
 
 
 
Forklar følgende beviser for Pythagoras lærersætning. Svar derefter på spørgsmålene sidst i 
dokumentet.  
Bevis Pythagoras 1 
 
Bevis Pythagoras 2 
  
Pythagoras’ sætning 
I en retvinklet trekant ABC, hvor den rette vinkel betegnes med C, gælder: 
2 2 2a b c   
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Bevis Pythagoras 3 
Lad os tegne et stort kvadrat med sidelængden a b . Fire kopier af trekanten omtalt i sætningen 
anbringes nu i hvert hjørne af kvadratet, som angivet på figuren. I midten bliver herved dannet en lille 
firkant, hvor alle siderne har længden c.  
 
a
c
a D
B
c
v
v
a
a
b
b
b
bC
x
90
v
90 v
E
A  
For at vise, at den lille firkant er et kvadrat, mangler vi at vise, at dens vinkler alle er 90. Sæt CBA v  . 
Da vinkelsummen i en trekant er 180 , fås 90CAB v   . ADE  og ABC  er kongruente, så 
DAE v   og 90DEA v   . 180CAD   , så 180 (90 ) 180 90 90x v v v v          . 
Tilsvarende fås at alle de andre vinkler i firkanten er 90. Arealet af hver af de fire trekanter er 
1 1
2 2
h G a b     . Da det store kvadrats areal er lig med summen af de fire trekanters areal og det lille 
kvadrats areal, så fås følgende, som viser det ønskede: 
 
2 2 2 2 2 2 2 21
2
( ) 4 ( ) 2 2a b a b c a b ab ab c a b c               
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Bevis Pythagoras 4 
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Bevis Pythagoras 5 
Tegn højden fra den rette vinkel C ned på siden c og kald fodpunktet for D. Sæt AD x  og DB y . Sæt 
endvidere CBD v  . På grund af vinkelsummen i en trekant fås derefter de øvrige vinklers størrelser, 
som angivet på figuren nedenfor. Dette viser, at trekanterne ABC , ACD  og BCD  alle er 
ensvinklede. Vi drejer og spejler de to små trekanter og tegner dem under den store:  
a
b
c
C
A
B
x
y
D
B
C
D
a
yCD
A
b
x
v
v
90 v
90
v
 
Da trekanterne er ensvinklede, må forholdet mellem ensliggende sider være konstant. Specielt får vi:  
 
2
2
x b b
x
b c c
y a a
y
a c c
  
  
   
 
 
Heraf fås 
2 2 2 2
2 2 2b a b ac x y a b c
c c c

        . 
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Bevis Pythagoras 6 
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Spørgsmål 
1. Hvilket bevis var mest forklarende (og hvorfor)? 
2. Hvilket bevis synes du minder mest om den måde du selv ville bevise Pythagoras på (og 
hvorfor)? 
3. Hvilket bevis tror du ville give den bedste karakter til eksamen (og hvorfor)? 
4. Hvilket bevis har størst overbevisningskraft (og hvorfor)? 
Vi snupper spørgsmålene en gang til 
1. Hvad er et matematisk bevis for dig? 
2. Hvad er et matematisk bevis for en matematiker? 
3. Er matematisk beviser vigtige for dig, og i givet fald hvorfor? 
4. Er matematisk beviser vigtige for matematikken, og i givet fald hvorfor? 
5. Hvad er et godt bevis for dig? 
6. Hvad er et godt bevis for en matematiker? 
7. Hvilke typer af beviser giver den højeste karakter til eksamen? 
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Bilag 3: Opgaver brugt til intervention på HB-gym 
Potenser med hel positiv eksponent 
I det følgende skal du prøve at udlede nogle regler om regning med potenser med hel positiv 
eksponent. I den første opgave er der et eksempel, derefter skal du bruge samme tilgang til at 
udlede de første regler. 
Der gælder for alle at 𝑎, 𝑏 ∈    𝑔 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑍, 𝑝 > 0, 𝑞 > 0   
Hvilken forskel er der på b og m? 
Vi skal bruge følgende definition: 
Definition 1: 
Lad 𝑎 ∈ 𝑅 og 𝑝 ∈ 𝑍. Vi definerer potensen 𝑎𝑝 som 
𝑎𝑝 = 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ 𝑎 ∙∙∙∙∙∙∙∙∙ 𝑎 ∙ 𝑎 (𝑝 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟𝑒𝑟) 
Tallet a kaldes grundtallet og p kaldes eksponenten. 
(1) 
𝒂𝒑 ∙ 𝒂𝒒  
Eksempel: Hvis man vil udregne tallet 23 ∙ 25 uden lommeregner kan man skrive 
23 ∙ 25 = (2 ∙ 2 ∙ 2) ∙ (2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2) = 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 = 28 
Udregn ud fra samme princip følgende tal: 
a) 22 ∙ 24 
b) 53 ∙ 57 
c) 4 ∙ 45 
Udled en regel ud fra dine udregninger 
Regel:  𝑎𝑝 ∙ 𝑎𝑞 = 
 
(2) 
𝒂𝒑
𝒂𝒒
  
Udregn tallene 
a) 
𝟕𝟔
𝟕𝟒
 
b) 
𝟐𝟏𝟗
𝟐𝟏𝟓
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Regel:  
𝒂𝒑
𝒂𝒒
= 
 
I det efterfølgende er regnereglerne (kaldes sætninger i matematik) givet først, efterfugt af et 
bevis. I skal forklare hvorfor hver omskrivning er korrekt – altså forklare hvorfor lighedstegnene 
gælder. 
(3) 
Sætning:   𝒂𝒑 ∙ 𝒃𝒑 = (𝒂 ∙ 𝒃)𝒑 
𝑎𝑝 ∙ 𝑏𝑝 = 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ 𝑎 … … … 𝑏 ∙ 𝑏 ∙ 𝑏 ∙ 𝑏 = 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏 … … … ∙ 𝑎 ∙ 𝑏 = 
(𝑎 ∙ 𝑏) ∙ (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ (𝑎 ∙ 𝑏) … … … ∙ (𝑎 ∙ 𝑏)  p faktorer 
Da a gange b er et reelt tal kan det skrives som (𝑎 ∙ 𝑏)p 
Udregn tallene nedenfor, så resultatet bliver én potens 
a) 42 ∙ 52 
b) 74 ∙ 34 
 
(4) 
Sætning:  
𝒂𝒑
𝒃𝒑
= (
𝒂
𝒃
)
𝒑
 𝒃 ≠ 𝟎            
Bevis: 
𝑎𝑝
𝑏𝑝
=
𝑎 ∙ 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ 𝑎 … … … .∙ 𝑎 ∙ 𝑎
𝑏 ∙ 𝑏 ∙ 𝑏 ∙ 𝑏 … … … .∙ 𝑏 ∙ 𝑏
=
𝑎
𝑏
∙
𝑎
𝑏
∙
𝑎
𝑏
∙
𝑎
𝑏
∙ … … … ∙
𝑎
𝑏
∙
𝑎
𝑏
        𝑝 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟𝑒𝑟 
 
Brøken 
𝑎
𝑏
 er et reelt tal. Ifølge definition 1 kan vi så  
𝑎
𝑏
∙
𝑎
𝑏
∙
𝑎
𝑏
∙
𝑎
𝑏
∙ … … … ∙
𝑎
𝑏
∙
𝑎
𝑏
        𝑝  𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟𝑒𝑟 =  (
𝑎
𝑏
)
𝑝
 
Altså har vi at  
𝑎𝑝
𝑏𝑝
= (
𝑎
𝑏
)
𝑝
 
 
Skriv tallene nedenfor som én potens 
a) 
95
35
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b) 
248
68
 
 
(5) 
Sætning:  (𝒂𝒏)𝒎 = 𝒂𝒏∙𝒎 
Bevis 
(𝑎𝑛)𝑚 = 𝑎𝑛 ∙ 𝑎𝑛 ∙ 𝑎𝑛 ∙ 𝑎𝑛 ∙ … … … … . .∙ 𝑎𝑛 ∙ 𝑎𝑛       𝑚 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟𝑒𝑟 
Hvert enkelt led er i sig selv en potens, så vi kan udbygge det yderligere: 
𝑎𝑛 ∙ 𝑎𝑛 ∙ 𝑎𝑛 ∙ 𝑎𝑛 ∙ … … … … . .∙ 𝑎𝑛 ∙ 𝑎𝑛
= (𝑎 ∙ 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ … … .∙ 𝑎 ∙ 𝑎) ∙ (𝑎 ∙ 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ … … .∙ 𝑎 ∙ 𝑎) ∙ … … ∙ (𝑎 ∙ 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ … … .∙ 𝑎 ∙ 𝑎)  
 
Der er m parenteser på højresiden af lighedstegnet, hver indeholdende n faktorer. Det totale antal faktorer 
bliver m∙n. Altså har vi at 
 
(𝑎𝑛)𝑚 = 𝑎𝑛∙𝑚 
 
Skriv tallene nedenfor som én potens 
a) (62)5 
b) (133)4 
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Bevis for at a0 = 1 
 
Lad os se på følgende brøk, hvor a er et reelt tal og n er et helt tal: 
𝑎𝑛
𝑎𝑛
 
Ifølge Sætning 2 har vi så at 
𝑎𝑛
𝑎𝑛
= 𝑎𝑛−𝑛 = 𝑎0 
 
Vi kan nu se på Sætning 4 med den samme brøk. 
𝑎𝑛
𝑎𝑛
= (
𝑎
𝑎
)
𝑛
= (𝑎 ∙ 𝑎−1)𝑛 = 1𝑛 
I det sidste skridt har vi brugt aksiomet (det er en sætning vi ikke kan bevise) 
𝑎 ∙ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∙ 𝑎 = 1 
 
Vi kan nu konkludere at  
𝑎0 = 1𝑛 
Ser vi på 1’tals potensen så har vi at 
1𝑛 = 1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ … … … … ∙ 1 ∙ 1       𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟𝑒𝑟 
Vi har et andet aksiom som siger at 
𝑎 ∙ 1 = 1 ∙ 𝑎 = 𝑎 
Dvs. at vi parvis kan gange faktorerne sammen og altid får 1. Ud fra den kan vi konkludere at 1𝑛 =
1. 
Altså har vi nu vist at 
𝑎0 = 1𝑛 = 1 
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Citat fra Hvad er matematik? C, Grøn m.fl. Lindhardt og Ringhof, 2012  
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Citat fra Jensen og Marthinus, MAT B1, htx, systime 
2006 
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Bevis for cosinusrelationen 
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Cosinusrelationen, fortsat 
 
 
 
 
 
Bevisstruktur 
Bevisstruktur 1 og Hvorfor gør vi, hvad vi gør. Samme opgaver som anvendt på AASG.  
Se opgaverne under bilag 4   
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Bilag 4: Opgaver brugt til intervention på AASG 
Hvilke beviser har vi gennemført de sidst to år 
Skriv dem i en lang liste 
Beviser er vigtige 
Beviser er vigtige 1 
Lad a være et vilkårligt tal og lad b være det samme tal, altså 𝑎 = 𝑏 
Vi undersøger nu udtrykket (𝒂𝟐 − 𝒃𝟐) 
(𝑎2 − 𝑏2) = (𝑎 + 𝑏) ∙ (𝑎 − 𝑏) ⟺ 
(𝑎2 − 𝑏2) = 2𝑎 ∙ (𝑎 − 𝑏) ⟺ 
(𝑎2 − 𝑏2) = 2𝑎2 − 2𝑎𝑏 ⟺ 
(𝑎2 − 𝑏2) = 2𝑎2 − 2𝑏2 ⟺ 
(𝑎2 − 𝑏2) = 2 ∙ (𝑎2 − 𝑏2) 
 
Skriv argumentet for hvad der sker i hvert skridt 
………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………… 
 
Hvis vi dividerer med (𝑎2 − 𝑏2) på begge sider i udtrykket  
(𝑎2 − 𝑏2) = 2 ∙ (𝑎2 − 𝑏2) 
Vi at 1=2.  
Er det rigtigt?     JA □ NEJ □ 
Hvis du har svaret NEJ ovenfor, er der så fejl i beviset?   JA □ NEJ □ 
og hvad er i givet fald fejlen? 
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Beviser er vigtige 2 
Hængekøjer i mit sommerhus 
Læs hele opgaven godt igennem inden du begynder. I mit sommerhus skal der hænges hængekøjer op. En 
hængekøje skal hænge mellem to træer, to hængekøjer kan ikke hænge mellem de to samme træer (men 
en af enderne i de to hængekøjer kan godt være bundet op til samme træ; så må den anden ende af 
hængekøjerne bare være bundet op til hvert sit træ). To hængekøjer må heller ikke krydse hinanden.  
Mine træer ved sommerhuset står nogenlunde i en cirkel, på denne måde 
 
 
 
 
 
 
…men der kan være mange mange træer på cirklen.  
Her er en figur som illustrerer hvordan en, tre og fem hængekøjer kunne hænges op i henholdsvis to, tre og 
fire træer: 
 
 
 
 
 
 
 
1. Tegn selv hængekøjerne mellem fem træer. 
2. Hvor mange hængekøjer kan hænge mellem 10 træer? 
3. Hvor mange hængekøjer kan hænge mellem 15 træer? 
4. Hvor mange hængekøjer kan hænge mellem 20 træer?  
5. Hvor mange hængekøjer kan hænge mellem 30 træer?  
6. Lav en formel der angiver antallet af hængekøjer der kan hænges mellem n træer (hvor n 
er et helt tal større end 2) 
7. Argumenter så godt som muligt for din formel. 
8. Hvis nu træerne ikke stod i en cirkel, men med en i centrum og resten udenfor, hvad ville 
formlen for antallet af hængekøjer så være? 
C
V 
C
V 
C
V 
C
V 
C
V 
C
V 
C
V 
C
V 
C
V 
C
V 
C
V 
C
V 
C
V 
C
V C
V 
C
V 
C
V 
C
V 
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En ny slags matematik 
I vores nye matematik gælder at vi må lægge de samme tal til og trække de samme tal fra på begge sider af 
et lighedstegn, men de andre regneregler som vi plejer at bruge gælder ikke. Derudover gælder at  
0=1 
1. Kan du vise at 5=6? 
2. Kan du vise at x=x+1, for alle x? 
3. Kan du vise at x=x+2 for alle x? 
4. Kan du vise at 5=5? 
5. Kan du vise at x=x for alle x? 
6. Kan du vise at i denne matematik er 0=1 og 1=1? 
Hvis vi i stedet starter med  
0=0 
Hvilke af udsagnene ovenfor kan du nu vise? 
Træn algebraisk manipulation 
Beviser er vigtige 3 
 
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 ⟺ 
4𝑎 ∙ (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) = 4𝑎 ∙ 0 ⟺ 
4𝑎2𝑥2 + 4𝑎𝑏𝑥 + 4𝑎𝑐 = 0 ⟺ 
4𝑎2𝑥2 + 2 ∙ 2𝑎𝑥 ∙ 𝑏 + 4𝑎𝑐 = 0 ⟺ 
22𝑎2𝑥2 + 2 ∙ 2𝑎𝑥 ∙ 𝑏 + 4𝑎𝑐 = 0 ⟺ 
(2𝑎𝑥)2 + 2 ∙ 2𝑎𝑥 ∙ 𝑏 + 4𝑎𝑐 = 0 ⟺ 
(2𝑎𝑥)2 + 2 ∙ 2𝑎𝑥 ∙ 𝑏 + 𝑏2 + 4𝑎𝑐 = 𝑏2 ⟺ 
(2𝑎𝑥 + 𝑏)2 + 4𝑎𝑐 = 𝑏2 ⟺ 
(2𝑎𝑥 + 𝑏)2 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 
𝑑 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐
(2𝑎𝑥 − 𝑏)2 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 
} ⟺ 
(2𝑎𝑥 + 𝑏)2 = 𝑑 
Hvis d < 0  
Skriv et argument for alle skridt 
 
……………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
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     Ingen løsninger 
Hvis d = 0 
     (2𝑎𝑥 + 𝑏)2 = 0 ⟺ 
     2𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 ⟺ 
     2𝑎𝑥 = −𝑏 ⟺ 
     𝑥 =
−𝑏
2𝑎
 
Hvis d>0 
     2𝑎𝑥 + 𝑏 = √𝑑       eller       2𝑎𝑥 + 𝑏 = −√𝑑    ⟺ 
     2𝑎𝑥 = −𝑏 + √𝑑    eller       2𝑎𝑥 = −𝑏 − √𝑑    ⟺ 
     𝑥 =
−𝑏+√𝑑
2𝑎
       eller       =
−𝑏−√𝑑
2𝑎
 
 
 
……………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………. 
 
 
 
……………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………. 
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Bevisstruktur 
Bevisstruktur 1 
Sætning: Givet en cirkel med et centrum C og forskellige tre punkter på cirklen A, B og P 
 
 
 
 
 
 
Så vil vinklen ∠𝐴𝐶𝐵 altid være dobbelt så stor som vinklen ∠𝐵𝑃𝐴 (i forhold til figuren vil det sige, at den 
grønne vinkel er dobbelt så stor som den røde) 
Bevis: 
Vi forlænger et linjestykke linjestykker, og definere vinklerne v og w (som vi senere skal bruge i beviset) 
 
 
 
 
 
 
(1) ∠𝑃𝐶𝐴 + 𝑣 = 180𝑜   (F1) Fordi de to vinkler danner en halvcirkel 
(2) ∠𝐶𝑃𝐴 + ∠𝐶𝐴𝑃 + ∠𝑃𝐶𝐴 = 180𝑜 (F2) Summen af vinkler i en trekant er 180o 
(3) ∠𝐶𝑃𝐴 + ∠𝐶𝐴𝑃 + ∠𝑃𝐶𝐴 = ∠𝑃𝐶𝐴 + 𝑣 (F3) Kombiner de to udsagn (1) og (2) 
(4) ∠𝐶𝑃𝐴 + ∠𝐶𝐴𝑃 = 𝑣  (F4) Fordi man må trække det samme fra på   
             begge sider af et lighedstegn 
(5) |𝐶𝑃| = |𝐶𝐴 = |𝐶𝐵||  (F5) Fordi afstanden fra centrum altid er 
radius 
(6) ∠𝐶𝑃𝐴 = ∠𝐶𝐴𝑃   (F6) Fordi det er en ligebenet trekant 
(7) 2 ∙ ∠𝐶𝑃𝐴 = 𝑣   (F7) Kombiner (4) og (6) 
(8) ∠𝑃𝐶𝐵 + 𝑤 = 180𝑜   (F8) Fordi de to vinkler danner en halvcirkel 
(9) ∠𝐶𝑃𝐵 + ∠𝐶𝐵𝑃 + ∠𝑃𝐶𝐵 = 180𝑜 (F9) Summen af vinkler i en trekant er 180o 
(10) ∠𝐶𝑃𝐵 + ∠𝐶𝐵𝑃 + ∠𝑃𝐶𝐵 = ∠𝑃𝐶𝐵 + 𝑤 (F10) Kombiner de to udsagn (8) og (9) 
(11) ∠𝐶𝑃𝐵 + ∠𝐶𝐵𝑃 = 𝑤  (F11) Fordi man må trække det samme fra på 
              begge sider af et lighedstegn 
A 
C 
B 
P 
A 
C 
B 
P 
v w 
Matematikvejleder, RUC, 2015 
2. semester projekt 
 
82 
 
(12) ∠𝐶𝑃𝐵 = ∠𝐶𝐵𝑃  (F12) Fordi det er en ligebenet trekant 
(13) 2 ∙ ∠𝐶𝑃𝐵 = 𝑤  (F13) kombiner (11) og (12) 
(14) ∠𝐴𝐶𝐵 = 𝑣 + 𝑤 = 2 ∙ ∠𝐶𝑃𝐴 + 2 ∙ ∠𝐶𝑃𝐵 = 2 ∙ (∠𝐶𝑃𝐴 + ∠𝐶𝑃𝐵) = 2 ∙ ∠𝐴𝑃𝐵 
(F14) kombiner (def. Af v og w), (7),(13), (sæt   
udenfor parentes) og (def. vinkel ∠𝐴𝑃𝐵) 
Og dermed er sætningen beviset 
Strukturen i beviset kan visualiseres således: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Færdiggør diagrammet. 
Bevisstruktur 2 
Gå nu tilbage til bevis 5 for Pythagoras og tegn et bevis-struktur-diagram (som det ovenfor) for dette bevis. 
Tegning 
F1 
1 
F2 
Tegning 
2 
3 
Tegning 
F5 
5 
F6 
6 
7 
4 
F4 
Tegning 
OG 
OG 
OG 
OG 
OG 
”OG” mellem 
alle tre udsagn 
OG 
Matematikvejleder, RUC, 2015 
2. semester projekt 
 
83 
 
Hvorfor gør vi, hvad vi gør 
Sætning: Kvadratet på alle ulige tal er ulige 
Forudsætning 
 Alle ulige tal kan skrive som 𝑥 = 2 ∙ 𝑘 + 1 for et eller andet heltalligt k, og alle tal, som er 
på formen 2 ∙ 𝑘 + 1, er ulige.  
Bevis 
Kvadratet på et ulige tal kan skrive: 
𝑥2 = (2𝑘 + 1)2 = 4𝑘2 + 2 ∙ 2𝑘 + 1 = 2 ∙ (2𝑘2 + 2𝑘) + 1  
 2𝑘2 + 2𝑘 er et helt tal, da k er et helt tal. Dette tal kunne vi betegne med n. Derfor kan 2 ∙ (2𝑘2 + 2𝑘) + 1 
skrives som 2∙n+1 hvilket er et ulige tal. Derfor, da 𝑥2 = 2 ∙ (2𝑘2 + 2𝑘) + 1  må x2 være et ulige tal, og 
dermed er sætningen beviset 
 
I diskuterer nu følgende udsagn fra elever: 
1. Jeg har prøvet med en række tal og det holdt…er det så ikke nok? 
2. Hvorfor opstår der pludselig et x, hvor kom det fra? 
3. Hvorfor begynder beviset med at forvente noget (eller skrive en betingelse, her: Alle ulige 
tal…) 
4. Hvordan skulle jeg kunne vide, hvilke algebraisk trick jeg skal bruge 
5. Hvorfor ender beviset, hvor det gør? 
Derefter diskuterer vi spørgsmålene på klassen 
Bevis selv 
Bevis selv 1 
Sætning 
For alle hele tal, n,  gælder at 
6 går op i 𝑛3 − 𝑛 
Argumenter først for hver enkelt omskrivning i eksemplet med n=7 herunder, og oversæt derefter 
eksemplet til et deduktivt bevis 
73 − 7 = 7 ∙ (72 − 1) = 7 ∙ (72 − 12) = 7 ∙ (7 − 1) ∙ (7 + 1) = (7 − 1) ∙ 7 ∙ (7 + 1) 
Tallene (7-1), 7 og (7+1) er tre tal som kommer lige efter hinanden. Da 3 går op i hvert tredje tal, må tre gå 
op i et af tallene. På samme måde er tallene  7 og (7+1) to tal som følger lige efter  hinanden, og da 2 går op 
i hvert andet tal, må 2 gå op i et af de to tal. Både 2 og 3 må derfor gå op i (7 − 1) ∙ 7 ∙ (7 + 1) og derfor 
må tallet 6 gå op i (7 − 1) ∙ 7 ∙ (7 + 1). 
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Bevis selv 2 
Går 120 op i alle tal på formen 𝑛 ∙ (𝑛 + 1) ∙ (𝑛 + 2) ∙ (𝑛 + 3) hvor n er et helt tal større end 1? 
Hvorfor? 
Lav selv en sætning - og bevis den 
I laver selv en matematisk sætning 
Nu skal I selv lave et bevis for en sætning, som I selv finder på. Det må meget gerne være en simpel sætning 
- bare find på et eller andet -, men det er vigtigt, at I klargør, hvilke forudsætninger i bruger i beviset for 
jeres sætning.  
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Bilag 5: 9 spørgsmål fra professorens venner 
Spørgsmål 1 
Hvis vi som forudsætning antager, at summen af vinkler i en trekant er 100o, hvor mange grader er så 
vinklerne i firkanten herunder (læg mærke til at firkanten kan deles i to trekanter - indikeret ved den 
stiplede linje) 
 
 
 
  
Skriv dit svar her ……………………………. 
Spørgsmål 2 
Hvis alle hunde har fire ben, og alle heste også har fire ben og et hoved, så har hunde også et hoved. 
Er ovenstående logiske slutning rigtig:  Ja: □ Nej: □ 
Begrund dit svar: 
 
……………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………. 
 
Spørgsmål 3 
Hvis x = a og y = a, så er x = y 
Er ovenstående slutning rigtig:  Ja: □ Nej: □ 
Begrund dit svar: 
 
……………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………. 
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Spørgsmål 4 
Hvis x = a og a = y, så er x = y   (læg mærke til at a og y er byttet om i forhold til spørgsmål 3)   
Er ovenstående slutning rigtig:  Ja: □ Nej: □ 
Begrund dit svar: 
 
……………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………. 
 
Spørgsmål 5 
Se på følgende bevis, og argumenter for de enkelte overgange 
 
−20 = −20 
⇕ 
25 − 45 = 16 − 36 
⇕ 
52 − 2 ∙ 5 ∙
9
2
= 42 − 2 ∙ 4 ∙
9
2
 
⇕ 
52 + (
9
2
)
2
− 2 ∙ 5 ∙
9
2
= 42 + (
9
2
)
2
− 2 ∙ 4 ∙
9
2
 
⇕ 
(5 −
9
2
)
2
= (4 −
9
2
)
2
 
⇕ 
5 −
9
2
= 4 −
9
2
 
⇕ 
5 = 4 
 
 
Sæt kryds ud for dit svar: 
a)  Er det sandt, at 5 = 4?   Ja: □, Nej: □,   Jeg kan ikke svare:  
□ 
b)  Er det anførte bevis korrekt?  Ja: □,  Nej:  □ ,  Jeg kan ikke svare:   
□ 
c)  Hvis du mener, at det anførte bevis er ukorrekt, hvad er så galt med det? 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Spørgsmål 6 
Hvis du kun vidste, at  
6 går op i (23-2)=6 
6 går op i (33-3)=24 
6 går op i (43-4)=60 
6 går op i (53-5)=120 
6 går op i (63-6)=210 
(hvilket jo er rigtigt i alle 5 tilfælde) 
Hvad er så sandsynligheden for at: 
6 går op i n3-n, for alle hele tal n > 1 
a) Det er overvejende sandsynligt at sætningen er sand: □   
b) Det er usandsynligt at sætningen er sand: □  
c) Man kan ikke ud fra eksemplerne afgøre om sætningen er sand eller falsk: □  
d) Jeg kan ikke svare: □ 
 
Nu har vi jo bevist, at 6 går op i n3-n, for alle hele tal n > 1. Så vi ved at sætningen gælder for rigtigt mange 
n’er. Kunne man forestille sig, at der fandtes et modeksempel? Altså et tal, som havde det således, at hvis 
vi opløftede tallet i tredje og trak tallet selv fra, så fik vi et tal, som 6 IKKE gik op i. 
a) Ja, det kan godt tænktes der kunne findes et modeksempel: □   
b) Nej, der kan ikke findes et modeksempel: □  
c) Jeg kan ikke svare: □ 
 
Spørgsmål 7 
Vi har arbejdet med sætningen  
120 går op i alle tal, der kan skrives på formen 𝒏 ∙ (𝒏 + 𝟏) ∙ (𝒏 + 𝟐) ∙ (𝒏 + 𝟑), 
hvor n er et helt tal større end 1. 
 
Mange af jer fandt empiriske beviser for denne sætning, men jeg tror ikke, nogle af jer fandt et deduktivt 
bevis. Kunne man forestille sig, at en dygtig matematiker kunne finde et deduktivt bevis for sætningen? 
Ja, det kan godt tænktes, at en dygtig matematiker kunne finde et deduktivt bevis: □   
Nej, det kan ikke tænktes, at en dygtig matematiker kunne finde et deduktivt bevis: □  
Jeg kan ikke svare: □ 
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Spørgsmål 8  
Læs følgende lille matematiske tekst og besvar spørgsmålene nedenfor. 
Givet at x er et tal deleligt med 5 og y er et tal deleligt med 7 så:  
1. er x∙y et tal deleligt med 35  
2. er (x+y) er deleligt med 5 eller 7 
3. er 
𝑥
𝑦
 et tal mindre end 1, fordi 5 er mindre end 7 
1.) Lad os først se på konklusionen: x∙y et tal deleligt med 35 
a) Er denne konklusion korrekt?   Ja: □  Nej: □  Jeg kan ikke svare: □ 
b) Hvilken af forudsætninger er afgørende for om den er korrekt eller ej (sæt kryds i den 
eller de forudsætninger som er nødvendige for at konklusionen er rigtig - der behøver 
ikke sættes noget kryds overhoved, hvis ingen forudsætning er nødvendig): 
i. Den med at x er et tal deleligt med 5: □  
ii. Den med at y er et tal deleligt med 7: □  
iii. Jeg kan ikke svare: □ 
2.) Så til næste konklusion: (x+y) er deleligt med 5 eller 7 
a) Er denne konklusion korrekt?   Ja: □  Nej: □  Jeg kan ikke svare: □ 
b) Hvilken af forudsætninger er afgørende for om den er korrekt eller ej (sæt kryds i den 
eller de forudsætninger som er nødvendige for at konklusionen er rigtig - der behøver 
ikke sættes noget kryds overhoved, hvis ingen forudsætning er nødvendig): 
i. Den med at x er et tal deleligt med 5: □  
ii. Den med at y er et tal deleligt med 7: □  
iii. Jeg kan ikke svare: □ 
3.) Og endelig til den sidste konklusion:  
𝑥
𝑦
 er et tal mindre end 1, fordi 5 er mindre end 7. 
a) Er denne konklusion korrekt?   Ja: □  Nej: □  Jeg kan ikke svare: □ 
b) Hvilken af forudsætninger er afgørende for om den er korrekt eller ej (sæt kryds i den 
eller de forudsætninger som er nødvendige for at konklusionen er rigtig - der behøver 
ikke sættes noget kryds overhoved, hvis ingen forudsætning er nødvendig): 
i. Den med at x er et tal deleligt med 5: □  
ii. Den med at y er et tal deleligt med 7: □  
iii. Jeg kan ikke svare: □ 
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Spørgsmål 9 
Start med at udregne  𝟔 ∙ 𝟕 ∙ 𝟖 ∙ 𝟗 = …………………… 
Dette regnestykke kan skrive som: 
𝟔 ∙ (𝟔 + 𝟏) ∙ (𝟔 + 𝟐) ∙ (𝟔 + 𝟑) 
Går 120 op i tallet 6 ∙ (6 + 1) ∙ (6 + 2) ∙ (6 + 3)? 
 
1.) Ja, 120 går op i tallet: □   
2.) Nej, 120 går ikke op i tallet: □  
3.) Jeg kan ikke svare: □ 
 
Hvad siger dette om sætningen 
 
120 går op i alle tal der kan skrives på formen 𝒏 ∙ (𝒏 + 𝟏) ∙ (𝒏 + 𝟐) ∙ (𝒏 + 𝟑) 
hvor n er et helt tal større end 1. 
 
a) Sætningen er ikke altid rigtig: □  
b) Vi har bevist sætningen, og den er rigtig: □  
c) Jeg kan ikke svare: □ 
 
Kan Jesper (jeres dygtige matematiklærer) opstille et deduktivt bevis for sætningen? 
a) Ja, måske (hvis han gad): □   
b) Nej, det kan han ikke: □  
c) Jeg kan ikke svare: □ 
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Appendiks 
Brousseau, G. (1997), Theory of Didactical Sttuations in Mathematics 
 
Teksten handler om forholdet mellem det som læres, den viden og de forudsætninger eleverne kommer 
med, og de relationer og forventninger der er til læringssituationen. Disse forventninger formuleres kort i 
den didaktiske kontrakt.  
Den didaktiske kontrakt 
Læren er en slags skuespiller, der arbejder i et spændingsfelt mellem et undervisningsmateriale og en 
didaktisk tradition. De forventninger, som læreren har til eleverne, og de som eleverne har til læreren i 
dette skuespil, er elementer af den didaktiske kontrakt. Den didaktiske kontrakt er dog ikke en fast 
størrelse, og der er mulighed for at forhandle denne kontrakt i læringssituationen. Man skal passe på ikke 
at få etableret en for stram didaktisk kontrakt, for en sådan kan begrænse undervisningsmulighederne. Hvis 
eleverne f.eks. har en forventning om, at matematik skal gøres og læres på en bestemt måde, begrænser 
det lærerens mulighed for at skifte undervisningsform eller bare kommunikere viden på en anden måde. 
Det er også vigtigt eleven ikke tror, at han skal leve op til lærerens forventninger, men derimod til 
forventningerne i den større sammenhæng (teksten bruger ordet milieu, men jeg har valgt at oversætte det 
til den større sammenhæng). Teksten mål er at beskriver elementer i den didaktiske kontrakt og peger på 
forskellige forhold, som man skal være opmærksom på.  
Didaktisk og Adidaktisk funktion 
Det er vigtigt at det eleven lærer kan bruges udenfor den stiliserede undervisningssituation - det skal kunne 
bruges udenfor den didaktiske proces. Teksten skelner mellem en didaktisk funktion (det som lærers i 
undervisningen) og en adidaktisk funktion (det eleverne kan bære ud i verden udenfor klasseværelset) og 
nævner følgende vigtige forhold i den didaktiske kontrakt: 
 Den adidaktiske proces skal ind i den didaktiske proces. 
 Det er den store sammenhængs forventninger, som eleven skal leve op til (ikke lærerens 
forventninger). 
 Eleven må ikke reduceres til en matematisk algoritme, der producerer et korrekt 
matematisk output når han modtager et givet input. 
Det er således vigtigt, at eleverne når til en adidaktisk forståelse gennem den didaktiske proces. For at 
realisere dette, skal læreren gøre det modsatte af en universitetsmatematiker; han skal tage den 
generaliserede matematiske teori, aktualisere og personliggøre den, så eleverne kan relatere til den. Men 
det må ikke stoppe der, for så bliver det ikke til adidaktisk viden, som kan bruges i mange forskellige 
situationer. Det er vigtigt, at den adidaktiske proces indarbejdes i den didaktiske proces - ellers er det 
vanskeligt at nå udover at eleven tror, han skal leve op til lærerens forventninger. Teksten indfører ordet 
Devolution, som det læreren gør, når han får eleven til at tage ansvaret for og acceptere den adidaktiske 
læring. Den traditionelle lærer vil stoppe op og evaluere sig undervisning, teste elevernes færdigheder og 
vurdere dem. Dette mener teksten er et problem fordi det kan holde eleverne fast i en didaktisk proces og 
hindre overgangen til en adidaktisk forståelse. Teksten foreslår, at der arbejdes med små spil for at opnå 
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adidaktisk læring. Den gennemgår et spil, hvor elever skal gætte på antallet af elementer i en kasse, og 
gennem deres gæt lærer de forholdet mellem forskellige størrelser. Det er en måde at gøre undervisning 
løsningsorienteret og med spillets eksperimenterende metodik løsnes den traditionelle didaktiske kontrakt 
og der åbnes op for adidaktisk læring. Spil kan inddrage alle væsentlige elementer af læring, og det er en 
god måde at kommunikere viden på. Det er vigtigt, at læreren ikke lader eleven tabe direkte i spillet, men 
giver et hint og så opfordre eleven til at prøve igen. Læreren skal modstå fristelsen til at give en forklaring 
for at korrigere eleven men i stedet give et modeksempel. Hvis læreren stopper en elev og fortæller denne 
at han har levet en fejl, tolkes dette ofte som en manglende evne til logisk tænkning (eller i hvert fald en 
logisk fejl). Eleven bliver på den måde reduceret til en algoritme, der skal producere resultater ifølge 
matematisk logik. Men hvad skal man så? Teksten siger at der ikke er et simpelt svar. Didaktik kan ikke 
reduceres til en teknik, men derimod en organisering af menneskers læring. For at kunne organisere 
læringsrummet er det ikke nok at kende eleven som et kognitivt subjekt, man må også kunne sætte dette 
subjekt ind i en didaktisk sammenhæng, der fordre læring. 
Undervisning der understøtter adidaktisk læring 
Læringens mål er kompetencer og videns-organisering i elevernes hukommelse. Det indebære også at 
eleverne skal bringes til at glemme de kompetencer og den viden der tidligere var relevant, og indarbejde 
ny viden. Undervisningen skal naturligvis tage udgangspunkt i elevens forudsætninger, men hurtigt skal det 
gøres klart, at denne viden er utilstrækkelig. Den vellykkede undervisning består af at placere eleven i en 
situation som fordrer, at de ændrer deres umiddelbare reaktion på det de møder - så har de lært noget. 
Men dette sker kun vanskeligt (eller aldrig) ved en ren videns kommunikation; det er afgørende, at eleverne 
arbejder med deres egen tilpasning til situationen og at eleverne forstår, at det er deres ansvar at tilpasse 
sig. Ideen med klassisk undervisning er altså, at man placerer elever i en situation, hvor de, når de møder 
en bestemt type af virkelighed, selv konstruerer en forståelse for den nye situation, som er identisk med 
læringsmålet. Spørgsmålet er naturligvis om den viden eleverne konstruerer faktisk er identisk med 
læringsmålet og om den overhoved er institutionaliserbar? Det er afgørende, at den viden eleverne 
konstruerer, giver mening for eleverne (teksten kalder det giving meaning to knowledge). Nok findes der 
ingen kanonisk definition på mening, men i den didaktiske situation er et vigtigt element af mening dog, at 
den viden eleven tilegner sig, kan transformeres til adidaktisk viden - den skal altså være relevant også 
udenfor den didaktiske proces. Man skulle tro, at man bedst opnåede en adidaktisk forståelse ved at 
inddrage virkeligt problemstillinger i sin undervisning. Her advarer teksten dog mod at gøre dette uden 
grundig eftertanke. Hvis man f.eks. vil lærer elever at 3+4=7 og forsøger at perspektivere dette med 
spørgsmål som: et landområde måler 3 km2 og et andet 4 km2, hvad måler de så tilsammen?, kræver man 
forudsætninger hos eleverne, som langt overgår det at lægge tre og fire sammen.  Problemet er, at 
opmåling af et landområde aldrig er nøjagtigt, og derfor kræver sammenligningen mellem landområder og 
additionsstykket, at eleverne kan foretage registerskiftet (som f.eks. kunne indebære en 
approksimationsforståelse). Teksten er godt klar over, at den her er op imod en bred pædagogisk 
strømning, men holder fast i sit synspunkt og skriver, at aldrig har konflikten mellem teori og praksis været 
mere markant end nu.  
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Cobb, P. & Yackel, E. (1996), Sociomathematical norms, argumentation, and autonomy in 
mathematics 
 
Hovedideen i artiklen er, at det ikke er tilstrækkeligt med en ren kognitiv analyse for at forstå læring i 
matematikundervisning. Den kognitive analyse må suppleres med en forståelse for de sociale relationer, 
der findes og opbygge i forbindelse med undervisningen. Artiklen argumenterer, at de normer som findes 
og udvikles i forbindelse med matematikundervisning er afgørende for elevernes udvikling af såvel 
ræsonnementskompetence som for deres intellektuelle autonomi. For at skelne mellem sociale normer i 
almindelighed og de social normer som mere specifikt findes i forbindelse med matematikundervisningen, 
arbejder artiklen med begrebet den Sociomatematiske norm.  De sociomatematiske normer rammesætter 
f.eks. hvad læreren og klassen mener med en matematisk acceptabel forklaring, hvad de mener med 
matematiske forskelle (f.eks. mellem to forskellige måder at forklare det samme på) og hvad der er 
matematisk sofistikeret. Klassens Sociomatmatiske normer udvikler sig i en vekselvirkning mellem den 
enkelte elevs egne formuleringer af matematiske argumenter og klassens forståelse og accept af disse 
argumenter. Elevernes aktive deltagelse i denne vekselvirkning må ikke bare være en ordleg for eleverne - 
de skal forstå argumentationen som noget, der beskriver en handling på objekter, de oplever som virkelige.  
Artiklen understøtter sine teoretiske overvejelser med eksempler fra en årslang observation i en 2. klasse. 
Alt matematikundervisningen blev videofilmet, og der blev foretaget individuelle interviews med eleverne i 
begyndelsen, i midten og til sidst på året. Der er således et solidt empirisk grundlagt for artiklens mere 
teoretiske overvejelser.  
At spørge efter andre måder at argumentere på 
Elevernes udvikling af ræsonnementskompetence og sikker stabil matematisk forståelse hænger tæt 
sammen med elevernes evne og erfaring med at samtale og argumentere for matematiske synspunkter. 
Eleverne udvikler deres personlige forståelse for matematik gennem en deltagelse i udviklingen af de 
sociale normer, der findes i matematikundervisningen. Læreren skal spørge ind til forskellige forklaringer og 
løsninger på et problem. Det vil skifte læringsmålet fra det at finde en løsning til problemet til et fokus på 
måden problemet løses på. En sådan reflekterende aktivitet kan hjælpe eleverne meget i deres 
matematiske forståelse. Der kan opstå samtaler, hvor den sociomatematiske norm bliver forhandlet på 
plads mellem klassen og læreren. I denne forhandling bliver det afgjort hvad der i den klasse menes med at 
to forklaringer faktisk er forskellige, og hvilke forklaringer der bare er det samme sagt med andre ord. Den 
proces, det er at udvikle sociomatematiske normer, hænger tæt sammen med og er rammesat af de beliefs, 
mål og forventninger, der er gældende i klasserummet. Når eleverne forsøger at argumenter bedre, mere 
præcist eller mere sofistikeret end et tidligere udsagn, udvikles såvel den enkeltes som klassens bevidsthed 
om hvad det betyder, at to matematiske forklaringer er forskellige. Læreren er, og skal være, en aktiv 
medspiller i forhandlingen af de sociomatematiske normer. Ofte er disse forhandlinger ikke bevidste, men 
et resultat af klassens og lærerens reaktioner på en elevs forklaring. Gennem en opmærksomhed på disse 
reaktioner udvikles elevernes matematiske beliefs. Det er vigtigt, at eleverne ikke ser styrken af et 
matematisk argument, som knyttet til den sociale status hos den, som kommer med argumentet. Dette kan 
give udfordringer når elever først begynder at argumentere i mindre grupper, for de har været vant til, at 
kun lærerens forklaring var matematisk acceptabel. Det er også vigtigt, at eleverne ikke er så afhængige af 
klassens accept, at de skifter forklaring, fordi de fornemmer at klassen synes noget andet. Netop dette, at 
eleverne udvikler en matematisk autonomi, er en af de afgørende frugter af en undervisning, der bevidst 
arbejder på at styrke elevernes evne til at argumentere, diskutere og validere matematiske udsagn. Det at 
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eleverne aktivt, i samarbejde med læreren, forhandler og udvikler de sociomatematiske normer i 
klasserummet, styrker elevernes matematiske autonomi. Men forhandlingen kræver kommunikation, og 
det er ikke altid det, som bliver sagt, også er det, som bliver hørt. Det som forstås ved det, som bliver delt, 
udvikler sig i takt med at klassen lytter til og deltager i forhandlingen af de sociomatematiske normer. 
Netop det, at eleverne skifter fokus fra selv at forstå tingene til at skulle formulere deres argumenter på en 
sådan måde, at de kan forstås af andre, bevirker at forklaringen selv bliver et diskussionsemne og det er 
medvirkende til at udvikle elevernes evne til at vurdere kvalitetens af en forklaring.  
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Peter Op’t Eynde, P., de Corte E. & Verschaffel,L. (2002), Framing students’ mathematics-
related beliefs 
 
Indledning 
Målet med teksten er at skabe en ramme, et framework, der gør det muligt at forstå forholdet mellem 
elevers holdninger til, opfattelser af og overbevisning om matematiklæring. Teksten bruger ordet beliefs 
om disse holdninger, opfatteler og overbevisninger. Vi vil her bruge ordet beliefs som dækkende for disse. 
Disse beliefs er vigtige, for de danner baggrund for elevernes fornemmelse for hvordan man angriber 
matematiske problemer. Men ikke beliefs alene danner baggrunden for elevernes problemløsnings 
kompetancer, også den viden eleverne kommer med er afgørende. Det er en af tekstens pointer at 
analysere forskellen på hvordan viden og beliefs påvirker læringsprocessen.  
Beliefs og den didaktiske kontrakt  
Teksten forsøger at indkredse hvad beliefs er. Den begynder med en definition af beliefs og modificerer og 
præciserer denne teksten igennem. De afgørende ingredienser i denne definition er 
 Beliefs kan ses som en relation mellem et objekt (f.eks. matematikundervisning) en 
kontekst (f.eks. klassen) og en selv.  
 Vi udvikler beliefs i den sociale og historiske sammenhæng vi er i.  
 Beliefs og viden er ikke det samme, men de operere i et tæt samspil. 
 Beliefs er grupperet i quasi-logiske strukturer (hobe) mens viden er baseret i en logisk 
sammenhængende struktur.   
 Til sidst når de frem til, at beliefs kan defineres som:  
de implicitte eller eksplicitte subjektive begreber som eleven holder for sande om matematisk uddannelse, 
om dem selv som matematikkere og om matematikklassens kontekst. 
Det er beliefs som danner den didaktiske kontrakt, og teksten ender op med at pointere, at det er meget 
vigtigt for matematikundervisningen, at læreren er klar over hvordan elementerne i den didaktiske kontrakt 
de får bygget op, påvirker elevernes opførsel i klassen. 
Beliefs og læring 
Alle er således enige om, at beliefs er vigtige, men hvilke beliefs er der egentligt tale om, og hvad menes 
der egentligt med beliefs. Teksten referer forskellige syn på beliefs, som alle beskriver forskellige aspekter. 
Richardsen (1996, p103) karakteriserer beliefs som de psykologiske forståelser eller forforståelser om 
verden, der holdes sande. Meget tyder på, at det er en grundlæggende mekanisme ved bevidstheden, at vi 
begynder med ukritisk at acceptere og tro på alt vi ser og hører (Dette refereres Gillbert (1991) for). Men 
beliefs er ikke noget man er født med, det er et produkt af vores sociale liv og betinget af den sociale og 
kulturelle sammenhæng, vi lever og vokser op i. Disse beliefs er i tæt sammenhæng med elevens viden 
determinerende for elevernes matematiklæring og deres evne til at løse opgaver i klassen.  
Det er afgørende at kunne skelne mellem beliefs og matematisk viden. Selv om disse er tæt forbundne, er 
der alligevel tale om to forskellige mentale forudsætninger. Beliefs har altid jeget som udgangspunkt, det er 
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hvad jeg tror er sand. Viden derimod er noget som kræver en valideringsmetode. Viden går videre end 
individet og er på en central måde placeret i samfundet.  
Beliefs kan deles i to typer: den type som kan vurderes i forhold til viden (som f.eks. den holdning til 
matematik at ”matematik er beregninger”) og den type som ikke kan vurderes (f.eks. ”jeg synes matematik 
er beregninger”). Den første type af beliefs bliver til viden, når den bliver vurderet, mens den anden type 
forbliver beliefs. 
Læring foregår altid (næsten) i en interaktion med den sociale og kulturelle kontekst. Dette gør at viden 
næsten altid er relateret til bestemte sociale og kulturelle situationer (in clusters of situated knowledge). På 
samme måde er beliefs også organiseret omkring forskellige situationer - i forskellige hobe eller netværk af 
beliefs. Det som vi hører og ser i klassen tror vi på i en klasse kontekst. For den enkelte elev er disse beliefs-
hobe bundet til en subjektiv rationalitet (quasi-logicalness), som eleven forsøger at gøre modsætningsfri. 
Hvis eleven oplever inkonsistens indenfor en af sine beliefshobe, vil han forsøge at reparere dette. 
Afhængigt af hvor centralt denne beliefs-hob er, kan dette påvirke hans andre beliefs-hobe.  
En kategorisering af beliefs 
Teksten tager udgangspunkt i en litteratur søgning om emnet og forsøger at kategorisere de mest relevante 
beliefs. Den fokuserer på fire forskellige forskeres bud på en kategorisering. Disse er Underhill (1988), 
McLeod (1992), Kloosterman (1996) og Pehkonen (1995). Den sammenligner og finder forskelle og ligheder 
mellem disse kategoriseringer men må erkende, at det ikke altid er muligt at forening de forskellige bud. 
Det er dog afgørende med en fællesforståelse for beliefs og en fælles indsigt i, hvordan disse påvirker 
matematiklæring, hvis der skal foregår en konstruktiv kommunikation mellem forskere i feltet. Det er en 
sådan fællesforståelse teksten vil prøve at nå frem til.   
Teksten når frem til følgende kategorisering af beliefs: 
 Beliefs om matematikuddannelse 
o Beliefs om matematik som fag 
o Beliefs om matematiklæring og om problemløsning 
o Beliefs om matematikundervisning generelt 
 Beliefs om en selv 
o Beliefs om hvor effektiv man er  
o Beliefs om hvor god man er til at kontrollere  
o Beliefs om hvor opgave orienteret man er 
o Beliefs om hvor mål orienteret man er 
 Beliefs om den sociale kontekst 
o Beliefs om de sociale normer i matematikundervisning generelt 
o Beliefs om hvordan læreren er 
o Beliefs om hvordan elever skal være 
o Beliefs om de sociale normer i deres egen klasse 
En didaktisk kontrakt bygger på beliefs, og ved at søge i litteraturen har teksten fundet frem til indholdet af 
en standart didaktisk kontrakt.  
For Beliefs om matematikuddannelse finder den følgende: 
Matematikvejleder, RUC, 2015 
2. semester projekt 
 
96 
 
 Matematiske problemer har et og kun et rigtigt svar 
 Der er kun en rigtig måde at løse matematiske problemer på. Denne måde er normalt den 
metode som læreren sidst har vist klassen 
 Normale elever kan ikke forvente at forstå matematik, det er forventet at de husker det 
udenad og bruger det de har lært mekanisk uden at forstå det. 
 Matematik er en individuelt aktivitet som udføreres af isolerede individer 
 Elever som har forstået matematik vil normalt være istand til at løse deres opgaver på få 
minutter  
 Matematik som man lærer i skolen har intet eller kun lidt at gøre med den virkelige verden 
 Formelle beviser er urelevante for opdagelser og inovation 
For Beliefs om en selvet finder den følgende 
 Om det personlige mål, f.eks. for mig er det vigtigste at forstå stoffet så godt som 
overhoved muligt 
 Om formålet, f.eks. for mig er det vigtigste at lære dette kursusmateriale i denne klasse 
 Om kontrol, f.eks. Hvis jeg studerer på den rigtige måde er jeg i stand til at lærer stoffet 
 Om tro på egne evner, f.eks. Jeg er sikker på at jeg kan forstå det vanskeligste stof i dette 
matematikkursus 
Det viser sig, at der indenfor ovenstående beliefs er stor forskel på piger og drenge. 
Man skulle tro, at motivation (i teksten kaldet motivational beliefs) spiller en stor rolle for elevers arbejde 
(preformens) i matematik. Det viser sig ikke at være tilfældet. Motivation har kun indirekte, gennem 
elevernes beliefs i egne evner indenfor matematik (”tro på egne evner”-beliefs), sammenhæng med deres 
matematikarbejde. På dette område er der dog brug for meget mere forskning.  
Beliefs om den sociale kontekst drejer sig om de sociale normer (både i og udenfor 
matematikundervisningen), som styrer lærerens og elevernes opførsel i klasseværelset. De normer som er 
specifikke for matematik, kalder teksten socio-matematiske normer. Den finder, at både disse 
matematikspecifikke normer og klasserummets mere generelle sociale normer er bestemmende for 
hvordan lærer og elever relaterer, og at de implicit definerer hvad matematik er, og hvordan man løser 
matematisk opgaver, samt hvad det betyder at være en god elev osv.  
 
  
Matematikvejleder, RUC, 2015 
2. semester projekt 
 
97 
 
Alan Schoenfeld (1992), Learning to Think Mathematically: Problem Solving, Metacognition 
and Sense-Making in Mathematics 
I artiklen Learning to Think Mathematically: Problem Solving, Metacognition, and Sense Making in 
Mathematics fra 1992 giver Alan Schoenfeld et overblik over forskellige syn på matematisk problemløsning 
og en diskussion af, hvad det vil sige at tænke matematisk. For Schoenfeld er problemløsning og 
matematisk tænkning uadskillelige begreber, og han argumenterer for, at der i løbet af 70erne og 80erne 
skete en fundamental ændring i opfattelsen af disse begreber (s. 343). 
Ifølge Schoenfeld har den traditionelle tilgang til matematisk problemløsning i undervisningen været 
karakteriseret ved følgende (s. 338): 
 En opgave bruges til at introducere en teknik. 
 Teknikken illustreres af læreren. 
 Eleverne gives lignende opgaver, så de kan øve sig på den viste teknik. 
Ifølge Schoenfeld ligger der et bestemt syn på matematisk viden og tænkning bag denne tilgang. Elevers 
matematiske viden betragtes som de fakta og procedurer, som de kan bruge på korrekt vis. Der er tale om 
et fokus på det indholdsmæssige aspekt af viden (s. 342). Schoenfeld betragter ikke en sådan praksis som 
ægte problemløsning og argumenterer for, at der er en række problemer forbundet med den (s. 343). Ét 
problem er, at den nævnte tilgang kan få elever til at tro, at der findes færdige procedurer til løsningen af 
ethvert matematisk problem, og at man kan løse problemet hurtigt, hvis blot man kender den relevante 
metode. Dette er et eksempel på en typisk matematikforestilling hos elever. Sådanne forestillinger spiller 
ifølge Schoenfeld en stor rolle for elevers muligheder for at lære matematisk tænkning.  
Schoenfeld advokerer for en anden tilgang til matematik og problemløsning, inspireret af Pólya, som ikke 
fokuserer på indholdet af den matematiske viden, men derimod på processen i at lave matematik. I denne 
forståelse er matematik en aktivitet, der involverer udforskning og gæt. Matematik er på den måde 
epistemologisk set nært beslægtet med naturvidenskaberne. Hvis elever skal lære matematisk tænkning, 
som den praktisereres af professionelle matematikere, så er det vigtigt, at de udsættes for situationer, hvor 
de skal udforske matematiske strukturer, gætte sammenhænge og arbejde med at bevise disse 
sammenhænge. De skal ikke bare lære en række regler udenad (s. 339). Ifølge Schoenfeld bør der være en 
nær forbindelse mellem epistemologi og pædagogik, og han opstiller det pædagogiske imperativ, at der i 
undervisningen skal praktiseres sense-making, dvs. forståelse af matematisk struktur (s. 345). 
Schoenfeld peger på en række kognitive aspekter, der er vigtige i forbindelse med matematisk tænkning. 
For det første er det relevant, hvilken viden eleven har, og hvordan hun får adgang til den (s. 349). Et andet 
aspekt er de heuristikker, som kan anvendes ved problemløsning. Det er vigtigt, at eleverne lærer at 
håndtere problemer, hvor der ikke er nogen færdig løsningsprocedure (s. 354). Det lærer de ikke ved et 
rent indholdsmæssigt fokus i undervisningen, som beskrevet ovenfor. Schoenfeld påpeger også vigtigheden 
elevernes evne til selvregulering. Et almindeligt problem er, at elever læser opgaven og herefter hurtigt 
vælger en løsningsstrategi, som de herefter er fastlåst i, uanset om den er hensigtsmæssig for løsning af 
problemet (s. 356). Dette er igen et resultat af en undervisning, hvor der ikke fokuseres på udforskning, 
men hvor eleverne snarere blot lærer en række regler, som kan bruges ved løsning af standardopgaver. 
Hvis undervisningen inddrager fokus på metakognitive aspekter af matematisk tænkning er det imidlertid 
ifølge Schoenfeld muligt at lære eleverne selvregulering. Et fjerde aspekt er elevernes 
matematikforestillinger, der som allerede nævnt spiller en stor rolle for tilegnelsen af matematisk tænkning 
og i forlængelse heraf deres adfærd i forbindelse med problemløsning.  
Matematikvejleder, RUC, 2015 
2. semester projekt 
 
98 
 
Ifølge Schoenfeld giver de kognitive aspekter hos eleven først mening i konteksten af et overordnet 
matematisk perspektiv (mathematical point of view), hvormed menes at se verden, som matematikere gør 
(s. 340). Et sådant matematisk perspektiv opnår eleven ved at indgå i et befordrende matematisk 
fællesskab. Schoenfeld påpeger den voksende erkendelse af, at matematik grundlæggende er en social, og 
ikke bare en kognitiv, aktivitet. Matematik er i virkeligheden en socialiseringsproces, hvor elever bliver 
indlemmet i en bestemt kultur og overtager dennes værdier. Hvis eleverne skal have det rigtige 
matematiske perspektiv er det derfor altafgørende, at undervisningen, det matematiske fællesskab, 
konstrueres ud fra en eksplicit forståelse af, hvad det vil sige at lave matematik (s. 341). Lærerens syn på 
matematik former de matematiske miljøer, der skabes, og dermed de former for matematisk forståelse, 
som eleverne udvikler. Ved en kobling af epistemologi og pædagogik kan læreren skabe et matematisk 
fællesskab, hvor eleverne lærer sand matematisk tænkning fremfor blot en række regler og procedurer, der 
skal læres udenad. 
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EMS Newsletter (2011), Do Theorems Admit Exceptions?  
I artiklen Do Theorems Admit Exceptions? fra EMS Newsletter præsenteres en ”solid finding” om mange 
elevers tilgang til matematisk bevis, nemlig at de ofte bruger eksempler, når de skal bevise et almengyldigt 
udsagn (s.50). De har med andre ord et empirisk bevisskema. Disse elever vil også ofte have den forestilling, 
at selv når et udsagn er bevist, så kan der godt findes modeksempler. Disse tendenser synes at være 
universelle og er dokumenteret i en lang række undersøgelser. Grundlæggende handler det om, at eleverne 
ikke forstår, hvad der skal til for at bevise en universel påstand, samtidig med, at de ikke forstår netop 
universaliteten, idet de stadig forestiller sig, at der kan være modeksempler, selv hvis de har forstået og 
accepteret et generelt bevis. Der argumenteres for, at disse problemer kan have rødder i den 
grundlæggende forskel mellem hverdagsræsonnementer og matematiske ræsonnementer. Matematisk 
tænkning og bevisførelse er forskellig fra tænkningen på alle andre vidensområder, og især er det af 
betydning, at universelle påstande er noget særligt matematisk (s. 51). 
Det er en interessant pointe, at flere undersøgelser har fundet, at mange elever differentierer mellem de 
argumenter, som de selv foretrækker, og de argumenter, som de forestiller sig vil give den bedste karakter 
(s. 52). De foretrækker ofte empiriske argumenter, mens de bruger mere formelle argumenter, hvis de vil 
opnå en høj karakter. Dette kan opfattes som udtryk for bestemte matematikforestillinger hos eleverne. De 
er i et vist omfang klar over, at der hersker bestemte spilleregler og argumentationsformer inden for 
matematikken, men de køber så at sige ikke præmissen, når de skal overbevise sig selv om sandheden af et 
givet udsagn. 
Artiklen fremsætter tre punkter, der er af vigtighed for at facilitere elevernes overgang fra empiriske til 
gyldige beviser: 
1) Der skal skabes et behov for generelle beviser hos eleverne. 
2) Der skal skabes forståelse for, at eksempler ikke er nok, og hvorfor dette er tilfældet. 
3) Eleverne skal lære at konstruere beviser, som ikke hviler på eksempler. 
Ifølge artiklen er empirien her begrænset. Konklusionen er dermed, at mens det er veletableret, at 
empiriske bevisskemaer er et udbredt fænomen af stor betydning for elevers forståelse af matematisk 
bevis, så er der stadig ikke sikre konklusioner om, hvordan man fører eleverne fra empiriske bevisskemaer 
til generelle bevisskemaer. 
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A.W Bell (1976), A Study of Pupils´ Proof-explanation in Mathematical situations 
 
Artiklen er baseret på en undersøgelse af elevers forsøg på ræsonnere og lave beviser for relative simple 
matematiske situationer. Opgaverne blev besvaret af 30-40 elever i alderen fra 14-16 år fra tre forskellige 
skoler. 
Elevbesvarelserne er kategoriseret i to hoveddele empiriske og deduktive, disse to er delt op 
underkategorier (side 28 og 29), som det fremgår af nedenstående figur. 
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Der gives tre eksempler på opgaver der har været brugt i teksten (side 39, hvoraf den ene lyder:  
”En og den næste: 
Skrive et tal op til femten. Skriv det næste tal og læg det til den første. Skriv dit svar ned. Du har nu skrevet 
tre tal. 
Gail siger at en og kun en af disse tal er på denne liste: 
3,  6,  9,  12,  15,  18,  21,  24,  27,  30 
1. Har hun ret? 
2. Har hun altid ret? 
3. Forklar hvorfor?” 
 
Undersøgelsen viser at bl.a. at det ikke kun det at bevise/ræsonnere der et problem, men selve det at 
forstå opgaven. Der er for meget information til at eleverne får fat i enkeltdele, her ser der ud til at være en 
sammenhæng til en mangelfuld begrebsforståelse. Problemer med kompleksitet er velkendt  i det daglige 
hvor eleverne blot har bruge for tale med læreren og/eller højtlæse matematikken for at forstå det de i 
første omgang ikke havde forstået pga. overfladisk  læsning. Der er også relativ mange elever, der vælger 
en empirisk tilgang, hvor Bell havde forventet, at eleverne ville søge indsigt med deduktive beviser fremfor 
sikkerhed via forsøg med konkrete tal. 
 
Ud fra undersøgelsen gives der følgende anbefalinger: 
Skyldes problemerne kompleksitet kan en strategi være skrive problemet ned,  præsentere data skematisk 
og undersøge betingelserne, Bell henviser her til Polya (side 35). Eller måske kan det hjælpe med opleve 
uformelle aktiviteter indeholdende de angivne problemer. 
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Der angives ikke et klart svar på hvordan eleverne flytter sig fra en empirisk tilgang til en deduktiv – dette 
skal undersøges nærmere. Af andre hypoteser for hvad der kan hjælpe næves at eleverne skal træne i den 
strategi at identificere forskellige tilfælde, der behandles separat.  
 
Ses det ud fra en historisk vinkel må det ikke forventes at eleverne får øjnene op for værdien af det 
formelle bevis, før de selv oplever behovet for at kunne verificere en ide overfor et publikum. Hertil kunne 
kooperative undersøgende aktivitet være anvendeligt. Elevernes undersøgelse af en situation skulle lede 
frem til at den enkelte elev har behov for at kunne argumenter og finde evidens for sine 
formodninger/teoremer.  
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Michael De Williers (1990), The Role and Function of Proof in Mathematics  
 
Artiklen tager udgangspunkt i at mange gymnasieelever ikke forstår, hvorfor beviser skal indgå i 
matematikundervisningen. Med henvisning til andre studier har det vist at yngre elever kan forholde sig til 
logisk ræsonnement, hvis det giver mening, så er der ikke grundlag for at sige at gymnasieelevers kognitive 
udvikling er en hindring for at de kan forstå matematiske beviser. De Williers budskab er at mange lærer 
fejler ved kun at bruge beviser som verifikation. Dette er ikke kun forkert fordi dette ofte ikke giver mening 
for eleverne, men også fordi det ikke er det eneste formål beviser tjener i den professionelle matematiske 
miljø.   
 
Han fremdrager fem vigtige funktioner beviser kan have, hvilket fremgår af venstre kolonne i nedenstående 
tabel (side 22).  I tabellen sammenholder han bevisers funktioner med de funktioner som intuition og kvasi 
empiriske metode kan have. Med det sidste menes at der vises med præcise konstruktion og måling eller 
indsættelse med tal. Det skal bemærkes at det ikke skal fortolkes sådan at alle bevise har alle funktion, men 
de vil ofte have flere funktioner.  Ved udvælgelse af beviser skal læreren være bevidste om hvilke 
funktioner, beviset kan have og i udvælgelse vurdere om det indebære meningsfuld aktiviteter for 
eleverne.  
 
 
 
Verifikation 
En grundlæggende egenskab ved beviser er, at de viser at en teorem er sand. Men ofte går det sig 
gældende at en teorem er sandsynlig gjort på anden vis f.eks. med empiriske metode og/eller intuition, 
inden der laves et stringent fuldkommen bevis. Det anfægtes af flere at der dette(et stringent fuldkommen 
bevis) reelt findes dette begrundes med at f.eks. estimeres at et relativ simpel teorem som Pythagoras 
læresætning vil fylde firs sider. Davis og Hersh citeres for at er bevis blot skal indeholde nok detaljer til at 
overbevise  til tilsigtede publikum.  Dette kan sammenholdes med citatet fra Tall; at overbevisningen kan 
opdeles i tre stadier: overbevise en selv, overbevise en ven og sidst overbevise en fjende.  
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Forklarende 
Et bevis er forklarende når det viser hvorfor en teorem er korrekt. Eksempel findes i Hanna (1990).  Dette 
giver en bedre indsigt/forståelse end f.eks. brug af kavsi-empiriske metoder, der nok kan være 
overbevisende men ikke giver den psykologisk tilfredsstillelse i at forstå hvorfor det er korrekt.  
 
Systematik 
Det deduktive systematik der viser sammenhænge mellem kendte sætninger er en funktion som det ikke er 
muligt at få med brug af intuition eller kvasi-empiriske metode. Systematikken  er værdifuld til at 
identificere uoverensstemmelser, cirkelargumentation og implicitte antagelser (hvilke vi ofte ser hos 
eleverne), samtidig med at det simplificere den matematiske teori. 
 
Opdagelse 
De Williers angiver at mange har den fejlagtige antagelse at intuition og empiri altid er går forud for 
beviser, dvs. beviser er noget der indgår efterfølgende for at verificere nye påstande. Som  modbevis 
henviser han til eget arbejde hvor selve arbejdet med beviser har ført til nye opdagelser.  
 
Kommunikation 
Bevises kan ses som en form for diskurs henvendt til et publikum, med et passende kendskab til området.  
Det vigtige her er at det er en social proces, hvor den kritiske debat er med til at forfine, fejlfinde og evt. 
afvisning af et beviset.  I denne debat skal der også tages stilling til hvad er acceptabel argumenter. Der 
henvises til Davis for en uddybning af hvordan den kritiske debat kan bruges i undervisning.   
 
Hovedbudskabet er at “Conviction is not a bijective function of proof” (side 23), men at beviser skal vælges 
med omhu ud fra deres funktioner med speciel vægt på den forklarende funktion og den kommunikative 
aspekt, herunder kriterier for acceptable argumenter.  
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Tommy Dreyfus (1999), Why Johnny can´t Prove 
 
Dreyfus vil med denne artikel have matematiklærere til at overveje hvad kan vi egentlig forvente af elever 
og studerende mht. at give valide argumenter. Indgangens vinkel: hvorfor formår elever ikke at give en 
passende forklaring, når de fremstår som de har forståelse af spørgsmålet og svaret? Samt hvorfor de har 
en begrænset billede af  beviser herunder hvad det er og formålet med dem. I artiklen gives der flere 
begrundelser for hvorfor vi ikke forvente eleverne kan anvende korrekte matematiks begreb om beviser 
herunder dens funktioner og formål. En af problemerne er at der er en modsætning mellem hvad eleverne 
tror er en acceptabel forklaring og hvad lærerne forventer. Manglende matematiske sprog er også en 
hindring 
 
Dreyfus har selv undersøgt eksempler på studerende skriftlige besvarelser fra forskellige indledende 
matematik kurser på universitet, såsom calculus og lineær algebra. Undersøgelsen mangler at interviewe 
de studerende om deres svar, så noget bliver gætterier fra forfatterens side. Han fandt bl.a. frem til at de 
studerende har svært ved skelne mellem kortfattehed og mangelende substans. Andre medtager alt for 
meget tekst i forhold til hvad underviseren måtte ønske og ikke helt sammenhængende, men hvor det for 
den studerende vil stå som et korrekt bevis. Overordnet er konklusionen at det er svært for de studerende 
at give ordentlig argumentation eller forklaring af de årsager. 1) De mangler den konceptuelle klarhed af 
det matematiske begreb (dette kunne svare til Sfards at der ikke er opnået reificering) til at kunne bruge 
det i en argumentation og 2) de har haft for lidt erfaring med matematiske forklaringer til at kende til dens 
karakteristika.  
 
En studie af lærebøger viser også at i disse blandes generisk, formelle deduktive beviser, beviser der ser 
formelle ud, intuitive beviser med visuelle empiriske eksempler uden samtidig med at gør det klart hvilken 
type begrundelse der bruges. Det gøres ikke i lærerbøgerne klar for læseren at der ser ud til et formel bevis 
reelt ikke er det, hvilket ikke hjælper eleverne med at forstå hvad der er korrekt matematisk 
argumentation, tværtimod. 
 
At gymnasieelever også mangler forståelse for hvad et bevis egentlig betyder (verificere en 
teorem/sætning) viser Fischbein undersøgelse, der fandt frem til at kun 15% forstod følgen af et bevis1. 
Mindre en 30% var enige i udsagnet om at det ikke var nødvendigt at tjekke rigtighed efterfølgende på 
anden vis. (side 94). Ligesom andre undersøgelser viser at studerende foretrækker empiriske tilgange. Og 
andre igen at studerende har svært ved at følge deduktiv kæde af argumenter og relativ ofte også 
acceptere falske deduktive beviser 
 
Eleverne mangler at lære hvad der kan accepteres som matematisk argument, der henvises hertil Yakel og 
Cobb artikel om at skabe en sociomatematiske norm i klassen kan skabe en kultur så dette trænes. Dette 
understøttes også af Lamperts (side 95) undervisning, der viser at undervisningen kan tilrette lægges så 
eleverne tale matematisk og diskutere hvad der er matematisk argument. Mahler  og Martino konkludere 
                                                          
1 Beviser var for udsagnet: For ethvert heltal,n er tallet E=n3-n delelig med 6 
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efter at have fulgt en elev i 5 årig periode med fokus på behovet elevens interesse for verificere udsprang af 
et behov for at matematik skulle give mening. 
 
Klein (side 104) citeres for at selvom beviser er hjertet af matematikken, skal det ikke med i opstarten men 
som det afsluttende trin. Beviser skal kun medtages når de studerende selv føler at det er krævet, da 
beviser først er meningsfulde når de bliver svaret på en tvivl om noget er korrekt. 
 
Som didaktikere skal vi overveje hvad vi kan forvente af eleverne mht. at forstå et bevis jf. at der er 
historiske eksempler hvor det matematiske miljø selv har godkendt beviser, der senere har vist sig ikke at 
være gyldige. Vi skal ligeledes få opstillet kriterier for at accept af f.eks.  visuelle og empiriske forklaringer 
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Tommy Dreyfus og Nurit Hadas, (1996), Proof as Answer to the Question why 
 
Dreyfus og Hadas tager udgangspunkt i at eleverne ikke ser et behov for at bevise, hvilket tillægges at de 
ofte skal bevise dele fra den euklidiske matematik som synes indlysende, og derfor er der intet behov hos 
eleverne for at udføre disse beviser. Der ud over mangler eleverne også at opleve det udforskende og  
overbevisende funktion beviser kan have. 
Artiklens forfatter henviser til andre studier der viser at en empiriske tilgange hvor geometriske 
sammenhæng undersøges ved hjælp af  dynamiske computer programmer, har vist at dette kan have en 
negativ indvirkning på elevernes evne til at skelne mellem formelle beviser og empirisk evidens. Dreyfus og 
Hadas angiver at dette skyldes at det er de forkerte situationer der anvendes. De angiver at ved at fremme 
aktiviteters /situationer hvor f.eks. eleverne kommer frem til uventede resultater, som de får et behov for 
at udforske så de får bevis for at deres opdagelse er korrekt. 
 
Artiklen giver eksempler på sådanne aktiviteter der er blevet udført og testet i klasser (ninth grade), hvor 
der er brugt et dynamisk geometri computerprogram, men ved flere af aktiviteterne anbefaler de dog brug 
af transparenter, papir og saks i stedet. 
Denne ene aktivitet omhandler kongruente trekanter, hvor elever går fra at tro at det er nok at tre givne 
størrelser er nok til at identificere om to trekanter er kongruente til at være optaget af om der findes et 
modbevis for at det er givet ud fra 6 givne størrelser (side 2-3).  
En anden aktivitet er at bevidst at få en eleverne til at lave fejl konklusioner vedr. firkanter hvor to 
modsatte vinkler er ens. Dette skulle så få dem til at indse at den empiriske tilgang ikke er god nok, der skal 
en anden slags forklaring til. (side 3-4) En svaghed ved aktivitet er at det kræver at eleverne starter med at 
lave en fejl konklusion. 
Der gives flere tilsvarende aktiviteter (med vinkelhalveringslinjer, indskrevne vinkler og diagonaler i 
firkanter) hvor eleverne kommer frem til en situation hvor forfatterne angiver at eleverne vil stoppe op og 
overveje om de skal fortsætte med at finde en empirisk forklaring på den åbenbart umulige situation, men 
vil komme frem til at kun et  bevis vil kunne forklare den umulige situation. 
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Epp, S (1998), A unified framework for proof and disproof 
Artiklens hovedanliggende er at kommunikere en made at undervise i beviser og modbeviser på, som er 
lettere for elever at forholde sig til. Hovedideen er at formulere den logik, som ligger bag mange beviser i et 
sprog og en sammenhæng, som eleverne er fortrolige med og så drage parallellerne til matematiske 
beviser. For at konkretisere sin metode, ser han på beviset for, hvorfor kvadratet på et ulige tal, igen er et 
ulige tal.  
Fem typiske spørgsmål til beviser 
Artiklen gennemgår så 5 typer af spørgsmål (eller 
udbrud), som elever ofte har i forbindelse med 
beviser. Disse er: 
6. Jeg har prøvet med en række tal og 
det holdt…er det så ikke nok? 
7. Hvorfor opstår der pludselig et x, hvor 
kom det fra? 
8. Hvorfor begynder beviset med at 
forvente noget (eller skrive en 
betingelse, her: Alle ulige tal…) 
9. Hvordan skulle jeg kunne vide, hvilke 
algebraisk trick jeg skal bruge 
10. Hvorfor ender beviset, hvor det gør? 
Helt typisk for forfatterens metode, sprogliggør han bevisets princip og giver dette princip en form, som 
eleverne kan relatere til. Han spørger her: Er det rigtigt, at alle elever i klassen er over 15 år. Så diskuterer 
han med eleverne om, hvordan man kan be- eller af-kræfte dette udsagn, og når frem til, at bare en elev er 
under 15 er udsagnet falsk. Man må altså alle eleverne igennem, men kun dem som er i klassen, og hvis alle 
opfylder kriteriet, er over 15, så er udsagnet rigtigt. Det er derfor nødvendigt, at vi undersøger alle 
eleverne, - det er ikke nok kun at undersøge nogle af dem. Helt tilsvarende med de ulige tal, - det er ikke 
nok kun at undersøge nogle af dem. 
I forbindelse med spørgsmål 2 ovenfor, taler han med eleverne om, hvordan man ville udtrykke udsagnet 
alle elever i klassen er over 15 år og de når frem til noget i retning af: For enhver elev gælder, at hvis denne 
elev går i klassen så er han over 15 år. Denne sætning udtrykker han så igen som: For enhver elev, x, gælder, 
at hvis x går i klassen, så er x over 15 år. Han gør det nu endnu mere formalistisk ved at sige, at mængden 
af elever kalder vi D, lader H(x) være en funktion på eleverne, som er sand hvis x og kun hvis, x går i klassen, 
og lader C(x) være en funktion, som er sand hvis og kun hvis x, er over 15 år. Nu får han så: 
For alle x i D, hvis H(x) så C(x) 
Nu beder han eleverne uden variable formulere sprogligt:  
Hvis x>2 så er 2x>4 
og han lader dem formulere med x’er udsagnet: 
Kvadratet på alle ulige tal er ulige. 
Artiklen skriver ikke beviset ud, men det må forløbe 
således: 
Vi tager som udgangspunkt: Alle ulige tal kan skrive 
som 𝑥 = 2 ∙ 𝑘 + 1 for et eller andet heltalligt k, og 
alle tal, som er på formen 2 ∙ 𝑘 + 1, er ulige.  
Kvadratet på et ulige tal kan skrive: 
𝑥2 = (2𝑘 + 1)2 = 4𝑘2 + 2 ∙ 2𝑘 + 1 = 2 ∙ (2𝑘2 +
2𝑘) + 1  
Og da 2𝑘2 + 2𝑘 er et heltal hvis k er et heltal, og 
alle tal, som kan skrives på formen 2∙(et heltal)+1, er 
et ulige tal, så er 2 ∙ (2𝑘2 + 2𝑘) + 1 ulige. 
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Hele pointen er at vise eleverne, hvor effektivt det er at benytte variable.  
For at hjælpe eleverne med det tredje spørgsmål ovenfor, taler han med dem om strukturen i et bevis, og 
fortæller at strukturen ikke har noget med indholdet af beviset at gøre. For at eksemplificere dette, går han 
tilbage til udsagnet For enhver elev, x, gælder, at hvis x går i klassen så er x over 15 år, og siger, at man kan 
bytte indholdet ud, men bevare beviset: For enhver bilops, x, gælder, at hvis x er gragon, så er x en trexer. 
Der er altså i beviser noget man tager udgangspunkt i, og noget man vil vise. Han forslår, at de altid stiller 
sig spørgsmålene: Hvad er udgangspunktet? og Hvad skal bevises? Ofte er det sådan, at når man med 
definitioner har forstået, hvad udgangspunktet er, så følger beviset umiddelbart. Dette er også svaret på 
det fjerde af spørgsmålene ovenfor.  
Så vidt jeg kan se, så svarer han ikke rigtigt på det femte spørgsmål ovenfor.  
Derefter gennemgår han modstridsbeviser og lader igen eleverne fokusere på spørgsmålene: Hvad er 
udgangspunktet? og Hvad skal bevises? Indholdet af svarene på disse spørgsmål er noget forskellige fra de 
svar, som er knyttet til direkte beviser, men eleverne kan på denne måde blive bevidste om 
forskellen…men han skriver også at modstridsbeviser er vanskelige.  
Anbefalinger 
Han ender med at skrive, at det ville være ideelt, hvis elever begyndte at tænke i beviser allerede i 
underskolen og foreslår (og giver eksempler på), at de kan begynde med beviser, hvor eleverne selv kan 
finde modeksempler, så gå videre til beviser, der kan vises ved at bruge en kendt egenskab (som f.eks. den 
distributive lov), derefter til rigtige direkte beviser og endelig arbejde med modstridsbeviser.  
Han argumenterer også for, at man skal lære elever at udlede formler i stedet for at huske dem.  Som 
eksempel bruger han regneforskriften for den rette ligning. Ud fra linjes egenskaber kan man let komme til 
forskriften. Det vil træne eleverne i matematisk tænkning, hver gang de skal bruge linjens ligning og ikke 
bare tvinge dem til at huske endnu en ting udenad.  
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Gila Hanna (1990), Some Pedagogical Aspects of Proof 
 
I artiklen gennemgås der forskellige typer af beviser med speciel fokus på, hvilke der er nyttefulde for 
elevers matematiske forståelse. Dette har baggrund i en interesse for at reevaluere bevisernes rolle i 
matematikundervisningen. Hanna giver i den forbindelse et kort overblik over andre studie vedrørende 
arbejdet med beviser i matematikundervisningen. Udgangspunktet er at et bevis i sig selv skal være 
kommunikerende mht. det der skal bevis, her kaldet bevis der forklarer, hvilket bliver sat overfor beviser 
der beviser. Hanna understeger at der ved forståelse ikke blot menes, at eleven kan følge de enkelte trin i et 
deduktivt algebraisk bevis 
 
Som eksempel på de to typer er der medtaget beviser på at summen, S(n) af de første hel tal, n er det 
samme som n(n+1)/2 (s. 10): 
Et bevis der forklarer 
  S=1+2 +…+n 
  S=n+(n-1) +…+1 
 Addere de to ens udtryk 
  2S=(n+1)+(n+1)+…(n+1) 
  2S= n(n+1) 
𝑆 =
𝑛(𝑛 + 1)
2
 
 
Hanna kategorisere dette bevis som forklarende, da den viser hvorfor summen af de første heltal er 
n(n+1)/2 og at den karakteristiske egenskab symmetrien fremgår direkte. Der er i artiklen medtaget andre 
forklarende beviser bl.a. ud fra areal betragtning. Der er også medtaget et bevis der beviser i form af et 
induktionsbevis.  Problemet med induktions beviset er, at det ikke viser hvorfor sætningen er korrekt, men 
kun at den er korrekt- det er en ren logisk  matematisk bevis. Det skal bemærkes at begge typer beviser er 
korrekte, der er altså ikke tale om at det er en intuitivt tilgang, men der fastholdes legetime matematiske 
beviser.   
 
Beviser der beviser kan nok overbevise, men den får ikke eleven til at forså, hvorfor det er sand. Hanna 
sammenholder sin opdeling i de to bevis typer til Bolnzanos tilsvarende opdeling i Gewissmachung og 
Begruendung.: ”At skab sikkerhed (Gewissmachung) kræver ikke mere end en formel bevisførelse, 
hvorimod at bygge et fundament (Begruendung) kræver en tilgang der også giver indsigt i sammenhængen i 
begreberne” (side 12) 
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 Der henvises også til at denne anbefaling at beviser skal være kommunikerende også er i 
overensstemmelse med matematikeres accept og værdsættelse af nye beviser: det  sker i en sociologisk 
proces, hvor det vigtige er beviset implikationer og ikke kun at beviset i sig selv er korrekt.  
Formålet med at erstatte beviser der beviser med bevis der forklare argumenter Hanna er ikke alene for at 
øge elevernes forståelse, men også at medtænke at studerende modsat matematikere ikke alene skal 
indføres i beviser men også har del matematiske emner de skal have indsigt i. 
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Guershon Harel, Larry Sowder (2007), Toward comprehensive perspectives on the learning 
and teaching of proof 
Artiklens, som udover selv at bidrage trækker på en lang række af tidligere publikationer, giver et overblik 
over, hvad bevisførelse og forskellige typer af ræsonnementskompetence er for elever på forskellige 
niveauer i uddannelsessystemet. Den kommer ind på, hvordan synet på beviser har ændret sig gennem 
historien samt på kognitive og sociale aspekter. Alle disse aspekter skal med for at skabe en 
sammenhængende forståelse for de udfordringer, som elever oplever med matematiske beviser. 
Derudover giver den en række anbefalinger om, hvordan man kan tilrettelægge undervisningen i 
matematiske beviser. Ved at indføre bevis-skemaer, foreslår artiklen et sprog, som kan bruges, når man 
diskuterer den måde elever arbejder med beviser på.  
Bevis-skemaer 
Forskellige bevisskemaer beskriver, hvad der sikre eller overbeviser en person eller et fællesskab om 
rigtigheden af det der bevises. Beviser forstås således subjektivt, som det der etablerer sandheden for en 
person eller for et fællesskab. Dette skal ikke forstås således, at målet med undervisningen i matematiske 
beviser er subjektiv eller upræcist - i sidste ende skal eleverne hjælpes til at udvikle en forståelse for 
beviser, som er konsistent med den måde matematikere i dag forstår beviser på. 
Et bevisskema skal beskrive følgende aspekter: 
 Forholdet mellem en formodning og et faktum. En formodning skal her forstås, som noget 
en gruppe eller en person er usikker på rigtigheden af. Formodningen bliver til et faktum, 
når personen eller gruppen bliver overbevist om dens rigtighed. Overgangen fra 
formodning til faktum drives af beviser. 
 Hvad er tilstrækkeligt til at fjerne tvivlen? 
 Hvad er forholdet mellem det at overbevise sig selv og det at overbevise andre. Da det er 
afgørende, at man kan overbevise andre om rigtigheden af det, man selv er blevet 
overbevist om, spiller det sociale og kommunikative en afgørende rolle.  
Bevisskemaet skal således forklare, hvad det at overbevis sig selv og andre indebærer for en person eller 
gruppe. De skal berøre, hvad der forstås ved matematisk verifikation, forklaring, opdagelse, 
systematisering, intellektuelt udfordrende og kommunikation.   
Artiklen argumenterer for følgende bevisskemaer: 
Ydre-overbevisning bevisskemaer 
I disse bevisskemaer spiller noget ydre en afgørende rolle for garantien af bevisets rigtighed. Det ydre kan 
enten være en ydre autoritet, f.eks. læreren eller bogen, et bestemt ritual som bruges i forbindelse med 
beviser, eller det at der benyttes generelle regler i beviset. Denne type af bevisskemae undergrupperes 
således i:  
 Autoritative bevisskemaer 
 Ritualistiske bevisskemaer 
 Ikke-refererende symbolske bevisskemaer 
Empiriske bevisskemaer 
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Her overbevises man ved at se eksempler på rigtigheden af det, man ønsker at bevise. Denne type af 
bevisskemaer underinddeles i  
 Induktive bevisskemaer, hvor man ser forskellige eksempler 
 Perceptions bevisskemaer hvor man lader sig overbevise af noget man ser (f.eks. i 
forbindelse med geometriske beviser) 
Deduktive bevisskemaer 
Disse deles i  
 Transformations bevisskemaer, som indeholder elementer af noget generelt, en 
operationel fremgangsmåde (hvor man stiller delmål op og via dem når igennem beviset) 
og logisk interferens.   
 Aksiomatiske bevisskemaer, som er transformations bevisskemaer, der tager 
udgangspunkt i et aksiomatisk grundlag. Denne type kan igen underinddeles i et græsk og 
et moderne aksiomatisk bevisskema. 
Den historiske udvikling af beviser 
Det som har overbeviset om rigtigheden af forskellige matematiske sætninger har ændret sig op gennem 
tiden. Ved at se på disse ændringer kan der måske kastes lys over elevernes vanskeligheder med beviser.  
Oldtiden og moderne matematik 
Den babylonske matematik benyttede udelukkende det empiriske bevisskema og indeholdt ikke den type 
beviser, som grækerne senere brugte. Grækerne idealiserede aspekter ved det de så, og den græske 
matematik arbejdede med disse idealiserede objekter. Der var således et bånd mellem de objekter, som 
den græske matematik arbejdede med, og den verden de levede i. Dette ses f.eks. i Euklids beviser. Her 
tager nogle af argumenterne udgangspunkt i en intuition, baseret på hvordan fysiske objekter opfører sig 
(f.eks. at det er muligt at flytte to trekanter ovenpå hinanden og dermed se at de er ens). Denne kobling 
mellem de matematiske objekter og den oplevede fysiske verden findes ikke i moderne matematik. I denne 
arbejdes med objekter, som udelukkende er beskrives ved deres egenskaber og deres relationer til 
hinanden. Den form for bevisskemaer, som moderne matematik benytter, kalder artiklen for kontekstuelle 
bevisskemaer. Forskellen mellem moderne og græske bevisskemaer kan illustreres af holdingen til 
spørgsmålet, om der findes en konsistent geometrik uden parallel-aksiomet. Dette spørgsmål var ikke 
noget grækerne beskæftigede sig med, for parallel-aksiomet er intuitivt indlysende i grækernes fysiske 
verden. I den moderne matematik derimod, hvor det udelukkede er formen og ikke indholdet i beviserne 
der er afgørende, stilles den slags spørgsmål. Forholdet til matematiske operationer er også forskelligt; 
grækerne havde fokus på geometriske objekter (som rektangler, trekanter, cirkler osv.) og studerede deres 
egenskaber (f.eks. kan en vinkel dele i tre) mens moderne matematikere fokuserer på selv de matematiske 
metoder (i moderne matematik kan derfor f.eks. bevise, at vinklen ikke kan tredeles). Både græsk og 
moderne matematik ønsker at opbygge et system fri for paradokser. Derfor arbejder begge typer af 
matematik med aksiomer, men på hver sin måde. For at beskrive forskellen mellem de to måder at bevise 
på, kalder artiklen den græske måde for et græsk aksiomatisk bevisskema og den måde moderne 
matematikere arbejder på for et moderne aksiomatisk bevisskema.  
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Efter middelalderen 
I renæssancen diskuterede man om matematik overhoved var videnskab i aristotelisk forstand. Når man 
f.eks. skal bevise, at summen af vinklerne i en trekant er 180o, kan det gøres ved at tegne en trekant, 
forlænge en side, tegne en linje som er parallel med en af trekantens sider osv. Men alle disse ekstra ting 
ligger udenfor selve trekanten og har ikke i sig selv noget med trekanten at gøre. Derfor mente mange, at 
det ikke var et bevis for trekanter i en aristotelisk forstand. Aristoteles havde defineret videnskab som en 
forståelse af årsagssammenhænge, og derfor blev sætninger som 𝐴 ⟺ 𝐵 ikke videnskabelige, fordi de i en 
tautologisk forstand sagde, at A medfører B og B medfører A. Da beviser således skulle beskrive 
årsagssammenhængen, måtte man også afvise både modstridsbeviser, og beviser der byggede på, at alle 
andre muligheder ikke gav mening.  
Brugen af symboler blev indført af Vieta, Descartes og Leibniz i det 17. århundrede. Leibniz var den første, 
som opfattede et bevis, som en række af sætninger der begyndte med identiteter og ved hjælp af 
definitioner og logiske argumenter beviste teoremet.  
Det er stadigt et åbent spørgsmål, om en forståelse for den historiske udvikling kan kaste lys over 
nuværende elevers problemer med bevisførelse.  
Elevernes arbejde med beviser 
Artiklen refererer en mængde undersøgelser, der viser, at elever har en tendens til at foretrække empiriske 
bevisskeamer frem for deduktive skemaer. Dette gælder for elever på alle niveauer i 
undervisningssystemet. Ud over de empiriske bevisskemaer foretrækker de fleste elever beviser baseret på 
et ritualistisk og autoritative skemaer.  
Syn på beviser 
Artiklen beskriver en mængde undersøgelser, der viser, at elevers forståelse for hvad et bevis er, og hvad 
det skal tjene til, er meget begrænset. Mange elever synes, at beviser først og fremmest skal tjene til at 
verificere matematik, som de allerede ved (derfor har de f.eks. svært ved at forstå modstridsbeviser). 
Elever tænker også ofte anderledes end matematikere, om den ide eller metode de benytter i forbindelse 
med beviser - for matematikere drejer et bevis sig ofte om at bruge en central ide, men dette er ikke 
tilfældet for mange studerende. Derudover har mange elever, som de græske matematikere, svært ved at 
frigøre sig fra indholdet i de matematiske objekter de arbejder med.  
Eleverne kan have mange forskellige formål med at arbejde med beviser. For nogle vil det primært være et 
spørgsmål om at få en ydre anerkendelse (f.eks. i form af en karakter), mens andre har det at forstå eller 
lære som primært mål.  
Læringsmæssige udfordringer 
Læreren må gradvist hjælpe eleven med at forfine hans beviser, så der til sidst opstår en forståelse for, 
hvad der forventes af og accepteres som et matematisk bevis i dag.  
Det afgørende spørgsmål er, hvordan man kan bringe eleven til at forfine hans nuværende, ofte 
autoritative og empiriske bevisskemaer, til stringente deduktive bevisskemaer. Hvilke sociale, kulturelle og 
intellektuelle betingelser skal der til, for at flytte eleverne gennem en udvikling, som minder om den 
historiske udvikling fra babylonsk til moderne matematik?    
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Forskning viser, at med den rigtige undervisning, kan elevernes bevis og ræsonnementskompetence 
udvikles, men det er vigtigt, at skabe et miljø, der fordrer, at eleverne skriver og kommunikerer beviser, og 
at undervisningen har fokus på bevisførelse. Den sociomatematiske norm skal fordre, at eleverne stiller 
spørgsmål som Er dette altid tilfældet? Og Hvorfor fungere det på den måde? når de lærer ny matematik. 
Det er også vigtigt, at eleverne er med til at danne de teoremer, de senere skal bevise. Der er nemlig en 
sammenhæng, en kognitiv enhed, mellem udviklingen af teoremet og gennemførelsen af beviset, og det er 
vigtigt, at eleverne arbejder med begge dele. Artiklen argumenterer derfor for, at der lægges øget vægt på 
opstilling af teoremer. Det er også vigtigt, at eleverne i mindre grupper argumenterer og forklarer deres 
løsninger på matematiske problemer, og at de andre gruppemedlemmer lytter og vurderer forklaringerne. 
Det nævnes også, at det er godt at gennemføre beviser mere end en gang, for så kan eleverne fokusere på 
metoden i forbindelse med anden gennemgang. Derudover foreslås det, at man fokuserer på metoderne og 
ikke på indholdet af beviserne i forbindelse med gennemgangen.  
Artiklen advarer om, at en af grundene til, at mange elever finder beviser vanskelige, er, at de endnu ikke 
har udviklet de kognitive evner, som er nødvendige for at foretage de logiske overvejelser, beviser 
indeholder. Derudover er det vigtigt at være opmærksom på, at den måde vi bruger logiske udtryk på i 
hverdagssproget, er meget forskellig fra den måde, de bruges på i formel logik og matematik. Man kunne 
forestille sig, at et eksplicit fokus på logik ville hjælpe eleverne til bedre at forstå og arbejde med beviser. 
Det viser sig imidlertid ikke at være tilfældet; det er svært at se evidens for, at elever, der har deltaget i 
kurser i logik, er bedre til matematiske beviser, end elever der ikke har deltaget i den slags kurser.   
Endelig er det afgørende, at læreren forstår og mestrer det deduktive bevisskema. Artiklen refererer flere 
undersøgelser, der viser, at lærernes forståelse for beviser er for begrænsede og at mange undervisere ser 
beviser, som en verifikation af allerede kendt matematik. Derudover foretrækker mange lærere også det 
empiriske bevisskema. Disse manglende forudsætninger gør, at mange lærere ikke underviser selvstændigt 
i bevisførelse.  
Teknologi og bevisførelse 
Artiklen behandler også brugen af tekniske hjælpemidler, specielt geometriske tegneprogrammer, i 
forbindelse med under visningen i bevisførelse. Et af problemerne med de tekniske hjælpemidler er, at de 
flytter fokus til mere empirisk baserede tilgange, og dermed fordre empiriske bevisskemaer. Når det bliver 
hurtigt og let at generere mange forskellige eksempler, kan disse reducere eller måske direkte dræbe lysten 
til deduktive bevisskemaer. Men med omtanke og grundig planlægning er det muligt at strukturere 
undervisningen således, at man kan have hjælp af f.eks. geometriske tegneprogrammer. Artiklen foreslår, 
at man med de tekniske hjælpemidler kan illustrere konsekvenserne af matematiske sætninger, og så bede 
eleverne finde de aksiomer, som er nødvendige for at bevise sætningerne. Men det er vanskeligt at starte 
et bevisforløb med at benytte tekniske hjælpemidler og så flytte fokus til et deduktivt bevisskema. Årsagen 
er, at der i de to undervisningsfaser arbejdes med forskellige didaktiske kontrakter. I fasen med de tekniske 
hjælpemidler ligger fokus på hvordan de bruges, og i den deduktive fase ligger vægten på hvorfor man 
foretager de enkelte skridt i den deduktive proces.  
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Lulu Healy, Celia Hoyles (2000), A study of Proof Conceptions in Algebra 
I artiklen gennemgår Healy og Hoyles en undersøgelse de har lavet af  2459 fagligt stærke14-15 årige, hvor 
der er fokus på disses syn på beviser og deres egen tilgang til bevisførelse. Konklusionerne er baseret på 
statistisk databehandling.  
Beviserne opdeles i tre hovedkategorier: algebraiske deduktive beviser, narrative beviser hvor der ikke 
bruges symboludtryk men almindelig skriftsprog, samt empiriske beviser med figur og/eller tal eksempler. 
En del af de opgaver med beviser, som eleverne blev præsenteret for findes oversat i bilag 2. 
Undersøgelsen viste, at eleverne er bedre til at udpege korrekte beviser end selv lave et bevis. Når eleverne 
selv forsøger at udføre beviser klare de elever, der bruger en narrative tilgang, sig generelt bedre end de 
elever, der forsøger sig med en algebraiske tilgang. Mange af elevernes  egne algebraiske beviser scorede 
dårligt, da der ofte ikke var sammenhæng (en logisk deduktiv tilgang), men blot tilfældig brug af bogstaver. 
Empiriske beviser var dominerende men med en undersøgende tilgang, dvs. ud fra data ledes der efter et 
mønster, der så søges bekræftet. De narrative beviser var ofte koblet med empiriske eksempler. “For these 
students we argue that empirical data convince whereas words and pictures, but not algebra, explain” (side 
415).   
Eleverne har en anden præference når de skal udvælge de beviser som de tror vil få den bedste karakter. 
Der udvælger de beviser, hvor der er algebraisk udtryk.  Nogle udtaler at de er mere komplicerede og det 
foretrækker læreren.  Der er tegn på at eleverne blot forholder sig til den ydre form: de ser der indgår 
symboler og bogstaver uden at forholde sig til indholdet. Det betyder at ukorrekt beviser udpeges også som 
et godt bevis alene ud fra den ydre form, indholdet undersøges tilsyneladende ikke. Flere kan ikke 
gennemskue beviserne, og påpeger at beviser heller ikke forklaring på hvorfor en sætning var korrekt. En 
del udpeger dog også de narrative beviser som brugbare.  
Healy og Hoyles undersøgte også hvilke faktorer, der spiller ind på hvor godt eleverne præsterede. Det var 
uafhængigt af lærerne (køn, erfaring mm. havde ikke betydning), der påpeges dog at alle var kvalificerede 
matematiklærer,  men antallet af matematiklektioner, elevernes gennerelle kompetencer indenfor 
matematik har en positiv effekt, ligesom det at være en del af en høj motiveret elevklasse. Pigerne lå 
generelt ens samt bedre end drengene, men drengenes præstation varierede fra skole til skole.  
Forfatterne konkludere at eleverne mangler at indse at brugen af algebra er værdifuld 
kommunikationsmiddel, samt der i undervisningen skal udnytte elevernes stærke narrative argumenter . 
Det skal bemærkes at undersøgelsen er udført i England og Wales.  Undervisningen havde udgangspunkt i 
en bekendtgørelse, hvor beviser er et separat del, hvor der tager udgangspunkt i data der undersøges for at 
identificere mønstre, der efterfølgende skal verificeres. Hvilket er en anden tilgang end i Danmark, hvor  
beviser indgår direkte på matematiske emner på gymnasialniveau.  
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Hoyles og Küchemann (2002), Students’ Understandings of Logical Implication 
I artiklen Students’ Understandings of Logical Implication (2002) præsenterer Celia Hoyles og Dietmar 
Küchemann resultaterne af en undersøgelse, hvor dygtige elever på 13 til 14 år blev testet i deres forståelse 
af logiske implikationer. Ifølge Hoyles og Küchemann bør evnerne til at forstå og generere matematiske 
argumenter og beviser være et fokuspunkt i matematikundervisningen (s. 194). Her er forståelsen af logiske 
implikationer et centralt element. I undersøgelsen blev der søgt svar på følgende spørgsmål (s.197): 
1) Hvordan afgør elever, som ikke er blevet undervist i betydningen af logiske implikationer, 
om et udsagn i form af en logisk implikation er sand eller falsk, og ændrer deres tilgang sig 
over tid? 
2) Er elever klar over den generelle anvendelighed og logiske nødvendighed af konklusionen i 
en logisk implikation, hvor både præmissen og udsagnet er sande? 
3) Hvordan opfatter elever forholdet mellem en implikation og dens omvendte, og ændrer 
deres opfattelse sig over tid? 
Eleverne, der deltog i undersøgelsen blev med ca. et års mellemrum udsat for en test med fokus på beviser. 
I artiklen behandles og fortolkes resultaterne af én af opgaverne fra testen. I det følgende angives nogle af 
resultaterne for det første år. I delspørgsmål a) skulle eleverne forholde sig til to logiske implikationer 
(s.199): 
 Hvis summen af to hele tal er lige, så er deres produkt ulige. 
 Hvis produktet af to hele tal er ulige, så er deres sum lige. 
De skulle svare på, om de to udsagn siger det samme. Her svarede 71% af eleverne bekræftende (s. 201).  
I delspørgsmål b) skulle eleverne tage som udgangspunkt, at det andet udsagn ovenfor er sandt, og de fik så 
at vide, at produktet af to hele tal er 1271. De skulle afkrydse én af følgende muligheder: man kan 
konkludere, at summen af de to tal er lige; man kan konkludere, at summen af de to tal er ulige; man kan 
ikke konkludere noget uden at kende de to tal. Her var der 47%, der svarede korrekt (s. 201).  
I delspørgsmål c) og d) skulle eleverne svare på, om hhv. det første og det andet af de to udsagn ovenfor er 
sandt. Her var der 36%, der svarede korrekt i forhold til det første udsagn, og 33% for det andet udsagn (s. 
202). 
Hvad angår forskningsspørgsmål 1) ovenfor analyserede Hoyles og Küchemann besvarelserne af 
delspørgsmål c) og d). Her identificerede de tre forskellige strategier til afgørelse af sandhedsværdien af de 
to implikationer (s.207). Ved den empiriske strategi vælger eleverne som udgangspunkt tilfældige tal, som 
ikke nødvendigvis passer med præmissen, hvorefter de udregner summer og produkter af de valgte tal. Her 
kunne valget fx falde på tallene 2 og 3, som ikke passer med præmissen i nogen af udsagnene, hvorefter 
der konkluderes at udsagnet er falsk, fordi tallene ikke passer med konklusionen i implikationen. Således 
kunne der svares korrekt på den første implikation, men på et forkert grundlag. Elementet af tilfældighed 
er mindre i den fokuseret-empiriske strategi, hvor eleverne udelukkende vælger tal, der passer med 
præmissen, hvorefter de også regner på summer og produkter. I den fokuseret-deduktive strategi startede 
eleverne med at overveje, hvilke typer tal, der kunne passe med præmissen. De udledte altså konsekvenser 
af præmissen og brugte disse til at vurdere konklusionen. 
For at belyse forskningsspørgsmål 2) betragtede Hoyles og Küchemann besvarelserne af delspørgsmål b). 
Her ville de undersøge, om eleverne kunne frigøre sig fra det rent empiriske og forstå strukturen af 
Matematikvejleder, RUC, 2015 
2. semester projekt 
 
118 
 
implikationen. De konkluderede, at der generelt var en god forståelse af, at det generelle udsagn kunne 
bruges på et specialtilfælde (s. 209). 
Hvad angår forskningsspørgsmål 3) analyserede Hoyles og Küchemann elevernes besvarelse af 
delspørgsmål a) set i relation til deres besvarelse af opgaven samlet set (s. 211-216). På baggrund af 
analysen delte de typerne af besvarelser ind i fire kategorier. Nogle af eleverne svarede, at de to udsagn 
siger det samme uden at retfærdiggøre det ud fra data. De kontrollerede altså ikke sandhedsværdien af de 
to udsagn hver for sig. Hvis de så eksempelvis konkluderede, at det første udsagn er falsk, så sluttede de 
uden yderligere undersøgelser, at det andet også er falsk. Andre elever kom til samme overordnede 
konklusion, men dog med udgangspunkt i data. Det afgørende er i dette tilfælde stadig, at eleverne ser 
rækkefølgen af præmis og konklusion som ligegyldig. Der var også elever, som indledningsvis svarede, at de 
to udsagn siger det samme, men som senere ændrede svaret, fordi de ud fra data senere i opgaven kunne 
slutte, at sandhedsværdien af de to udsagn ikke er den samme. Endelig var der elever, der fra starten 
opfattede de to udsagn som ikke-ækvivalente. Herefter kunne de bekræfte dette ud fra data, men det var 
ikke data, der som udgangspunkt ledte dem til den rigtige konklusion. Det var snarere en generel 
fornemmelse af, at en implikation og dens omvendte ikke siger det samme. 
Hoyles og Küchemann konkluderer, at selv dygtige elever i den undersøgte aldersgruppe ofte mangler en 
forståelse af, hvordan data på en passende måde kan bruges til at kontrollere sandhedsværdien af en logisk 
implikation (s. 217). Dette indikerer at en tilegnelse af deduktiv bevisførelse generelt ikke vil være uden 
problemer. Dog var der en stor del af eleverne, der svarede rigtigt på delspørgsmål b), og som altså 
tilsyneladende forstod, at den generelle regel kunne bruges i et specialtilfælde.  
Hoyles og Küchemann kunne desuden konkludere, at rigtig mange elever bruger en empirisk tilgang til 
bevis og derved viser, at de stadig ikke har fuld forståelse for ”the mathematical game” (s. 219). Hoyles og 
Küchemann påpeger, at forståelsen af logiske implikationer til en vis grad korrelerer med evnen til 
deduktivt ræsonnement. De anbefaler derfor, at man i undervisningen gør de identificerede strategier og 
kategorier nævnt ovenfor eksplicitte for eleverne.  
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Christine Knipping (2008), A method for revealing structures of argumentations in 
classroom proving processes  
Artiklen præsenterer en analysemetode, hvad der foregår i klasseværelset, når der gennemgås 
matematiske beviser.  Det er ikke primært matematiske logiske forhold, der styrer denne undervisning. 
Derimod spiller pædagogiske og praktiske forhold en afgørende rolle, og skriftlige beviser følger ikke den 
måde, beviserne bliver gennemgået på i klasseværelset. Dette er ikke så underligt, for man kan ikke kræve, 
at eleverne skal tænke matematisk logisk fra begyndelsen. Der kan derfor forekomme 
argumentationsstruktur, som for en matematiker ville synes ulogiske, men som benyttes af læreren for at 
engagere eleverne i den udfordrende undervisning, som bevisførelse er. Artiklen ønsker at fokusere på 
bevisførelse i klasserummet og den rationalitet, som ligger bag denne. Den eksemplificerer en stor del af 
sin analysemetode med et bevis for Pythagoras sætning.   
 
Figur 1, Ovenfor betyder 4rwD arealet af fire retvinklede trekanter. 
Formålet med at udføre beviser er, at eleverne forstår logikken bag matematiske beviser, og at de bringes 
til at acceptere den samme type af forklaringer, som matematikere bruger, som beviser.  Selve 
bevisanalysen følger strukturen: 
 Rekonstruktion af undervisningen (dette er vigtigt, da beviser kan forløbe over lang tid, og 
der må først skabes et overblik over de enkelte sekvenser i beviset)  
 Analyse af argumenter og argumentations struktur 
 Sammenligning mellem lokale argumenter og globale argumenter (så man kan forstå den 
rationalitet, som ligger bag beviset) 
Argumentet for at foretage en så detaljeret analyse af bevisførelsen er, at det giver mulighed for at finde ud 
af, hvorfor mange elever synes, at beviser er udfordrende, og man kan med analyse sammenligne 
forskellige måder at føre beviser på.  
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Denne metode tager ikke den tidsudvikling, som finder sted i forbindelse med en bevisførelse, i 
betragtning, og den har heller ikke fokus på forholdet mellem den enkelte elev og klassen i forbindelse med 
bevisforløbet.  
Toulmins bevisanalyse 
En rent logisk analyse af bevisførelse er ikke tilstrækkelig til at forstå, hvad der foregår i klasseværelset. 
Men hvad er det så, som etablerer de konklusioner, beviserne når frem til? Dette er udgangspunktet for 
Toulmins analyse. Først og fremmest peget Toulmin på DATA (eller FAKTA). I eksemplet med Pythagoras 
sætning, ville et sådant DATA udgangspunkt være 𝑐2 = (𝑏 − 𝑎)2 + 4𝑟𝑤𝐷. Det er noget selvindlysende, 
noget som ikke behøver at underbygges. Udover DATA indfører Toulmin begreberne FORSIKRING 
(Warrant), UNDERSTØTTELSE (Backing) og KONKLUSION. En FORSIKRNING er et argument for (eller en 
grund til at tro på noget), og en UNDERSTØTTELSE er et argument for at FORSIKRINGEN holder. Endelig 
dækker begrebet KONKLUSION både over delkonklusioner og mål-konklusioner (target conclusions, de 
konklusioner som er målet for hele beviset). Når man har argumenteret overbevisende for en del-
konklusion, kan den fungere som DATA i den efterfølgende bevisførelse. Af den grund bliver 
KONKLUSIONER ofte til DATA i analysen. Mange FORSIKRINGER bliver aldrig eksplicit formuleret i 
forbindelse med bevisførelsen, og derfor er en analyse vigtig, hvis man vil forstå, hvad der foregår i 
klasserummet, når der arbejdes med beviser. En analyse af begyndelsen af Pythagoras beviset kunne 
illustreres således 
 
For at analysere bevisførelse må man skelne mellem de lokale argumenter og de globale argumenter. Et 
lokalt argument er et enkelt skridt i beviset, mens det globale argument er hele bevises struktur.  
Derudover definerer artiklen en argumentationsstrøm, som en række af argumenter der fører til en 
konklusion.  
Artiklen gennemgår en rekonstruktion af et forløb, hvor en klasse gennemgik beviset for Pythagoras 
sætning, og viser hvorfor det er vigtigt, ikke blot at nedskrive hvad elever og læreren sagde, men at 
omforme argumenterne så man kan forstå, hvad der skete i beviset, også udenfor klassens kontekst. De 
lokale argumenter opstår nemlig ofte som en vekselvirkning mellem elever og lærer, og denne kontekst er 
afgørende for forståelsen (hvis en elev f.eks. argumentere ved at pege på en tegning, er det vigtigt, at den 
som senere skal læse rekonstruktionen, men ikke kan se eleven pege, også kan forstå, hvad der foregik).   
Den del af bevisanalysen, som drejer sig om, hvorfor det indre kvadrat har sidelængden (b-a), kan 
illustreres af følgende diagram 
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Det bemærkes her, at flere elementer står parallelt, fordi forskellige argumenter fører til samme 
konklusion. Dette kalder artiklen for parallel argumentation.  
I analysen af de lokale argumenter viser artiklen, at eleverne ofte tager noget som DATA, som læreren 
efterfølgende spørger ind til. Det afgørende er nemlig ikke, hvad den enkelte elev synes er oplagt - hvad 
han synes er DATA -, men hvad klassen forstår. Eleven ser f.eks. i beviset af Pythagoras lærersætning det 
som selvindlysende, at sidelængden af det indre kvadrat er b-a, men læreren kræver efterfølgende en 
FORSIKRING for denne KONKLUSION. 
Toulmins analyse er ikke helt nok 
I den bevisførelse som finder sted i klasseværelset, kan der findes både parallelle og netværk af 
argumentationsstrømme. Dette tager Toulmins analyse ikke højde for. Knipping udvider derfor analysen 
med et ekstra lag, som kan illustrere disse funktioner. Han indfører også berettigelses-felter (justification 
fields). Dette dækker ikke over selve de argumenter som bruges men over typen af argumenter. Netop ved 
at sammenligne forskellige FORSIKRINGER kan man identificere, hvilket berettigelses-felt klassen arbejder i. 
Artiklen peger på såvel et begrebsligt felt, som et visuelt felt. Et begrebsligt berettigelses-felt indeholder 
elementer af en deduktiv analyse, men adskiller sig fra denne ved at argumentationen kan benytte udtryk, 
som ikke præsenteres i en logisk korrekt form. Man bruger ofte f.eks. hverdagssprog i 
argumentationsrækken. I denne type argumentation kan man ofte høre på de ord, der bliver brugt under 
beviset, hvilke beviselementer der henvises til. Ord som fordi og da henviser ofte til DATA og sætninger 
som fordi vi ved at…så henviser ofte til FORSIKRINGER. I de visuelle berettigelses-felter bygger 
argumenterne på en eller anden figur, som klassen er fælles om. Det kunne som i eksemplet med 
Pythagoras være et kvadrat med fire retvinklede trekanter indeni. Argumenterne følger ofte ikke i en 
bestemt rækkefølge men kommer simultant, fordi man aflæser egenskaber ved figuren. Konklusionerne er 
ikke resultatet af en række argumenter, men ofte fundet i eller gennem figuren. Selv om den figur, man 
arbejder ud fra, er en konkret figur i undervisningen - en figur alle kan se (den er på et empirical-visuel 
level), bliver den betragtet som repræsentant for generelle sammenhænge på et begrebsligt niveau 
(conceptual-visual level).  
Bevises struktur 
Artiklen skelner mellem en Kilde-struktur og en Reservoir-struktur. Et kilde-struktur bevis, er en række 
argumenter, som fremkommer fra mange forskellige kilder - som vand der springer op fra mange forskellige 
steder i jorden. Hvis beviset føres ved at spørge ind til elevernes opfattelse af, argumenter for eller forslag 
Matematikvejleder, RUC, 2015 
2. semester projekt 
 
122 
 
til det næste bevis-skridt i en argumentationsrække, får man denne form for bevis. Eleverne opfordres til at 
deltage aktivt og kommer med såvel rigtige som forkert argumenter. Men selv de forkerte argumenter 
kaster lys over beviset, for i den følgende diskussion bliver det klart, at de er forkerte og hvorfor det 
forholder sig således. Et Resorvoir-struktureret bevis er derimod et bevis med en stræk impuls eller 
rettethed mod hoved- og del-konklusioner. Hver delkonklusion får hvert sin lukkede og særlige plads i 
beviset. Dette er ikke en traditionel deduktiv argumentationsrække, for ofte vendes flowet, og man går 
tilbage til tidligere udsagn og ny støtte for disse fremlægges.  
De forskellige strukturer er afgørende for, hvad man lærer ved bevisførelsen. Ved en reservoir-struktur 
ligger vægten på argumentets logiske struktur, mens den ved kilde-strukturen ligger på eleverne forståelse 
for de bagvedliggende ideer.  
 
  
Matematikvejleder, RUC, 2015 
2. semester projekt 
 
123 
 
Uri Leron (1985), A Direct Approach to Indirect Proofs  
I denne artikel henleder Uri Leron opmærksomheden på, at mange studerende har meget svært ved at 
forstå princippet i indirekte beviser. Som eksempel bruger han det klassiske bevis for, at der er uendelig 
mange primtal (s. 321). Udgangspunktet er her den antagelse, at der findes endelig mange primtal, hvilket 
leder til en modstrid. Leron har haft utallige erfaringer med, at dette bevis er dybt mystisk for de 
studerende. 
Leron foreslår, at problemerne med indirekte beviser stammer fra en grundlæggende vanskelighed ved at 
”leve i en falsk verden” (s. 324). Hvad er egentlig værdien af de konstruktioner og argumenter, der falder 
mellem den indledende negative antagelse og den afsluttende modstrid? Leron forestiller sig, at jo længere 
den studerende skal befinde sig i denne falske verden, jo mere frustrerende bliver det. Mange studerende 
vil føle, at de er blevet snydt, og at der faktisk ikke er blevet bevist noget som helst (s. 323). Selv hvis den 
studerende accepterer det indirekte bevis og at udsagnet er sandt, så kan det diskuteres, om beviset giver 
indsigt i, hvorfor det pågældende udsagn er sandt. Ifølge Leron er et godt bevis ét, der giver en sådan 
indsigt. For at bruge Gila Hannas (1990) begreber, så er der her tale om en skelnen mellem beviser, der 
beviser, og beviser, der forklarer. 
Som et middel til at afhjælpe problemerne med studerendes forståelse af indirekte beviser foreslår Leron 
en mere direkte tilgang. I beviset for, at der er uendelig mange primtal, kan man starte med at se på tal af 
formen 𝑀 = 𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ … ∙ 𝑝𝑛 + 1, og heraf i hvert tilfælde finde et nyt primtal (s. 322). Denne konstruktion 
kan eleverne bruge til udforskning, hvorved de efterfølgende let vil kunne se, at der ikke kan være endelig 
mange primtal. Der startes altså ikke med en negativ antagelse, som skal føres til en modstrid. Dermed 
minimeres den tid, som de studerende skal tilbringe i den falske verden.  
Eksemplet med primtallene er udtryk for Lerons generelle anbefaling om, at de helt legitime 
konstruktioner, der ofte er en central del af indirekte beviser, så at sige trækkes ud af beviset og gøres til 
genstand for elevernes udforskning (s. 324). Ifølge Leron er der flere fordele ved en sådan tilgang. For det 
første afhjælper den de studerendes frustration ved indirekte bevisers falske verden, men den giver også 
yderligere matematiske gevinster, ikke mindst at den giver mulighed for aktivitet fra de studerendes side, 
som ikke er mulig ved den traditionelle fremstilling af indirekte beviser. Kort sagt vil det ifølge Leron kunne 
give gevinst at transformere indirekte beviser til mere konstruktive af slagsen.  
  
Matematikvejleder, RUC, 2015 
2. semester projekt 
 
124 
 
Mogens Niss (2005), Modelling and Proving as Forms of Justification – an analytic essay 
I denne artikel henleder Mogens Niss opmærksomheden på, at der i matematikersamfundet findes en 
udbredt opfattelse om, at matematisk bevis og matematisk modellering er to separate, måske endda 
modsatte, aktiviteter, som ikke har meget med hinanden at gøre. Ifølge Niss er dette uhensigtsmæssigt, 
ikke blot fordi det ikke harmonerer med sandheden, men også fordi det kan være potentielt skadeligt. 
Matematisk bevis og matematisk modellering har i virkeligheden meget med hinanden at gøre, og i artiklen 
fokuseres der specifikt på, at begge aktiviteter har at gøre med retfærdiggørelse af udsagn.  
Det er oplagt, at beviser har at gøre med retfærdiggørelse af matematiske udsagn. Det er tilsyneladende 
mindre oplagt, at det samme kan siges om matematisk modellering. Niss peger grundlæggende på to 
årsager til at praktisere matematisk modellering. Matematiske modeller kan bruges til at beskrive ekstra-
matematiske fænomener. Her handler det om at forstå, hvordan et givet fænomen hænger sammen og at 
forudsige hvad eksempelvis alders- og kønssammensætningen vil være i Danmark i 2030. Matematiske 
modeller kan også bruges til at foreskrive handling i relation til et ekstra-matematisk fænomen, som når 
man bruger modellering til at beslutte sig for den bedste placering af et nyt indkøbscenter. Ifølge Niss er 
det vigtigt at holde sig denne skelnen for øje, når man underviser i matematisk modellering. 
Uanset om en model er beskrivende eller foreskrivende, så spiller retfærdiggørelse af udsagn en væsentlig 
rolle i den matematiske modellering, og dette gælder på to niveauer. I forbindelse med opstillingen af en 
matematisk model foretages der en række antagelser om, idealiseringer af, og valg af objekter i det ekstra-
matematiske domæne. Bag alle de valg, der foretages, ligger der (forhåbentlig) en retfærdiggørelse af, 
hvorfor man har valgt som man gjorde. Denne retfærdiggørelse er primært af ekstra-matematisk art og er 
ligeså vigtig som den retfærdiggørelse, der sker inden for det matematiske domæne. Her foretages der 
beregninger, bevises påstande osv. Set i dette lys, så er retfærdiggørelse af udsagn en altafgørende del af 
det at praktisere matematisk modellering, som kræver en blanding af ekstra-matematiske og intra-
matematiske retfærdiggørelser. Ifølge Niss mangler der en erkendelse af dette i uddannelsessystemet. En 
mulig grund er, at mange undervisere primært, hvis ikke udelukkende, fokuserer på den retfærdiggørelse af 
udsagn, der finder sted inden for det matematiske domæne.  
Selvom det er oplagt, at beviser er en vej til retfærdiggørelse af udsagn, så er der ifølge Niss visse 
problemer med den måde, hvorpå de behandles i undervisningen. Ofte præsenteres et færdigt bevis på et 
sølvfad, og elevernes opgave er passivt at tilegne sig beviset (lære det udenad?). Ifølge Niss er der fare for, 
at denne tilgang giver eleverne et billede af beviser som en rituel stammedans, som ikke har noget med 
resten af deres matematikundervisning at gøre. I stedet bør der hos eleverne fostres den opfattelse, at 
beviser er vejen til at retfærdiggøre matematiske udsagn, og de bør opfordres til selv at praktisere den.  
Niss’ centrale pointe er, at matematisk bevis og matematisk modellering har langt mere med hinanden at 
gøre, end mange i matematikersamfundet synes at forestille sig. Et afgørende element i begge aktiviteter er 
retfærdiggørelsen af udsagn, der indeholder en matematisk komponent. Det er meget væsentligt at 
klargøre dette for eleverne, hvis de ikke skal få en for fragmenteret opfattelse af den matematik, de 
præsenteres for.  
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Indledning 
Kaster man et blik på læreplanerne for matematik, ser man, at matematisk modellering er et meget 
væsentligt element i de faglige mål. Flertallet af underpunkterne refererer i et eller andet omfang til 
matematisk modellering. Modellering bør derfor også være et væsentligt element i undervisningen. Om 
dette rent faktisk er tilfældet på landets gymnasier er svært at udtale sig om. Det er dog vores vurdering, at 
der sker en del modelleringsaktiviteter på HHX og i særdeleshed på HTX. I det almene gymnasium er det 
formentlig mere begrænset, i hvor høj grad modellering er en del af undervisningen, og dette kan meget vel 
skyldes, at den afsluttende eksamen ikke lægger op til, at eleverne skal besidde nævneværdige 
modelleringskompetencer. 
Der kan være gode grunde til at sætte modellering på dagsordenen i undervisningen, udover at man skal 
gøre det ifølge læreplanen. Modellering kan anvendes som et udgangspunkt for at lære matematik, og 
desuden har modellering en værdi i sig selv, fordi den muliggør løsning af problemer uden for 
matematikken (Niss, 2010). I denne rapport kommer vi ind på begge sider af sagen. Særligt har rapporten 
fokus på, hvilke vanskeligheder der kan være forbundet med modellering. Både erfaringen og litteraturen 
fortæller os, at modellering er svært for eleverne. Det at have gode grundlæggende matematiske 
kompetencer er ikke nogen garanti for, at man kan bringe disse kompetencer fornuftigt i spil i 
modelleringssituationer (Niss, 2010). For læreren er det derfor en væsentlig opgave at understøtte 
elevernes modelleringskompetencer og at give dem mulighed for at opbygge erfaring med modellering. I 
matematikvejledningen må man ligeledes forvente at møde elever, der har svært ved modellering. Det er 
derfor vigtigt at reflektere over, hvordan man kan strukturere interventioner, der kan fremme elevers 
udvikling af modelleringskompetence. 
Følgende problemformulering har dannet udgangspunkt for vores arbejde: 
Hvad ligger bag elevernes vanskeligheder med modellering, og i hvilket omfang kan en bevidsthed om 
modelleringscyklussens delprocesser understøtte elevernes modelleringskompetence? 
Problemformuleringen lægger for det første op til diskussion af diagnosticering af vanskeligheder med 
modellering. I rapporten vil det i de enkelte cases blive beskrevet, hvilke mere specifikke vanskeligheder, 
der ligger bag de overordnede vanskeligheder med modellering. Problemformuleringen lægger desuden op 
til refleksion omkring, hvordan man kan intervenere over for modelleringsvanskeligheder. Her har vi valgt 
særligt at fokusere på de mulige gevinster ved at give eleverne en metakognitiv bevidsthed om 
modelleringscyklussen, som den fx er beskrevet af Blomhøj og Jensen (2003). Disse forfattere omtaler 
desuden begrebet modelleringskompetence, som de definerer som det at være i stand til indsigtsfuldt og på 
egen hånd at gennemføre alle aspekter af en matematisk modelleringsproces. Med andre ord betyder det 
at have modelleringskompetence at kunne gå igennem de forskellige trin i modelleringscyklussen i en 
konkret sammenhæng. Man kan sige, at vanskeligheder med modellering således handler om manglende 
evne til at kunne gennemføre ét eller flere af trinene i modelleringscyklussen.  
Blomhøj og Jensen påpeger, at en metakognitiv bevidsthed om modelleringscyklussen kan være med til at 
fremme evnen til at kunne gennemføre modelleringsprocessen. Også andre forfattere lægger vægt på den 
metakognitive bevidsthed, og i de enkelte cases vil vi komme ind på, hvilken rolle denne bevidsthed spiller i 
interventionen. Vi vil desuden vende tilbage til dette aspekt i slutningen af rapporten.  
I rapporten beskrives tre cases. I hvert tilfælde blev detektionstesten ”13 spørgsmål fra professoren” 
anvendt til at foretage en første identifikation af elever, der kunne være interessante at arbejde med i det 
videre forløb. Den første case omhandler en enkelt elev på Rosborg Gymnasium & HF. I denne case 
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beskrives det, hvordan der med udgangspunkt i detektionstesten blev udpeget en elev, hvis 
modelleringsvanskeligheder efterfølgende blev diagnosticeret ud fra interviews. Herefter beskrives 
interventionsforløbet og en afsluttende evaluering af elevens udbytte af forløbet.  
Den anden case omhandler to elever fra Aarhus Statsgymnasium, dog med særligt fokus på den ene elev. 
Også her blev eleverne udvalgt på baggrund af blandt andet detektionstesten. I casen beskrives 
udvælgelsen, diagnosticeringen af de to elever ud fra interviews, interventionsforløbet og endelig en 
evaluering af udbyttet hos eleven af særlig interesse.  
I den tredje case beskrives udvælgelse af en enkelt elev på baggrund af blandt andet detektionstesten og 
den efterfølgende diagnosticering. Af flere årsager viste det sig umuligt at fortsætte med et 
interventionsforløb målrettet den pågældende elev. Det sociale miljø i klassen betyder, at ingen har lyst til 
at skille sig ud fra mængden. Til gengæld beskriver casen den indledende fase i et interventionsforløb med 
emnet differentialregning. Forløbet var organiseret sådan, at modelleringsaktiviteter dannede 
udgangspunktet for elevernes begrebsdannelse inden for dette emne. Forløbet var specielt rettet mod to 
elever, som ikke har været studieaktive i matematik, og som havde den opfattelse, at de ikke kunne lære 
noget i faget. Forløbet skulle derfor give dem en motivation og en tro på, at de kunne lære matematik. Der 
var således tale om modellering som et middel til at lære matematik.  
I forbindelse med diagnosticering og intervention har vi brugt en række opgaver med modelleringsindhold, 
som kan ses i bilagene 1-14. I forbindelse med beskrivelsen af de enkelte cases vil der blive refereret til de 
relevante bilag.  
I appendiks er der referater af den litteratur, der er knyttet til tredje semester, og i de enkelte cases 
refereres der til den litteratur, der er beskrevet her. I nedenstående skema ses desuden en oversigt over 
den litteratur, der i særlig grad har dannet den teoretiske baggrund for arbejdet med diagnosticering og 
intervention.  
Anvendt litteratur Hvad blev litteraturen anvendt til? 
Højgaard (2010) Inspiration til opgaver til interventionen. Den metakognitive bevidsthed.  
Blomhøj & Jensen (2003) Atomistiske og holistiske tilgang til modellering. Modelleringscyklussen. 
Den metakognitive bevidsthed. Strukturering af interventionsforløb. 
EMS (2012) To forskellige tilgange til modellering. Der er ingen garanti for transfer af 
grundlæggende matematiske kompetencer til modelleringssituationer. 
Modellering kan læres, men det kommer ikke af sig selv.  
Duval (2004) Begrebet registerskift bruges til at forstå vanskeligheder med 
systematisering og matematisering. 
Niss (2010) Inspiration til opgaver til interventionen. Iværksat foregribelse som led i 
diagnosticeringen og til planlægning af progressionen i interventionen. 
Vygotsky (1978) Overvejelser omkring nærmeste udviklingszone og progressionen i 
interventionen. 
Freudenthal (1991) Vigtigheden af common sense i forbindelse med modellering. 
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Niss, Blum & Galbraith 
(2007) 
Modellering kan både være et mål og et middel. 
Skemp (1976) Instrumentel forståelse 
Galbraith og Stillman 
(2006) 
Erkendelsen af, at modellering ikke er en lineær proces. Det er vigtigt, at 
kunne skue både frem og tilbage i modelleringscyklussen. Bruges i øvrigt til 
at identificere snublesten.  
Maass (2006) Hvad er modelleringskompetence? Den metakognitive bevidsthed. 
Niss (2015) (PowerPoint) Inspiration til undervisningsmateriale. 
Mitchelmore & White 
(2004) 
Tilrettelæggelse af interventionsforløb.  
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Case fra Rosborg 
Detektion 
På Rosborg Gymnasium & HF blev detektionstesten (se bilag 14) om matematisk modellering givet til en 2g-
klasse med matematik på A-niveau (29 elever tog testen). Vi var inden behandlingen af testresultaterne 
blevet enige om, at hver opgave kunne give mellem 0 og 5 point, og den maksimale score var således 65 
point. I boksplottet nedenfor ses pointfordelingen for eleverne i klassen på Rosborg. 
 
Det ses af boksplottet, at der er en ganske stor spredning i elevernes pointtal. Det er også værd at 
bemærke, at en ret stor del af eleverne fik relativt få point. Eksempelvis var det tilnærmelsesvis 25% af 
eleverne, der fik under halvdelen af det maksimale pointantal. De næste 25% ligger desuden relativt 
samlet, således at halvdelen af eleverne fik 38 point eller derunder ud af de 65 mulige. Dette var egentlig 
overraskende, da der er tale om en dygtig klasse med et højt bundniveau. På den anden side har vi set på 
kurset, at netop matematisk modellering kan være yderst udfordrende, også for dygtige elever. 
Resultaterne af detektionstesten bekræfter dette, og for klassen samlet set var en første konklusion, at et 
forløb om matematisk modellering formentlig ikke kunne skade. 
Med udgangspunkt i detektionstesten blev der i første omgang udvalgt to elever, Signe og Anna, med 
henblik på det videre forløb. For begges vedkommende lå pointantallet under nedre kvartil. Signe havde 
fået 31 point, og Anna havde fået 23 point. De fem andre elever, der havde scoret under nedre kvartil, 
havde fået pointantallene 17, 19, 26, 26 og 30. Blandt disse blev nogle vurderet til at mangle den 
nødvendige motivation, og nogle kunne eller ville ikke medvirke. Udvælgelsen af Signe og Anna var 
desuden baseret på, at de begge er dygtige elever, som normalt ligger på en karakter omkring 10 i 
matematik. De er eksempelvis gode til at regne og håndtere ubekendte og formler, og det blev derfor 
vurderet, at der med disse elever ville være god mulighed for at isolere de modelleringsmæssige 
vanskeligheder i forbindelse med en diagnosticering. 
Under en efterfølgende samtale med Anna viste det sig, at detektionstestens resultater på mange måder 
var misvisende. Anna tilkendegav, at hun bliver meget nervøs, når hun skal tage en test af en hvilken som 
helst art. Da vi talte om nogle af opgaverne, blev det klart, at hun kunne langt mere, end det umiddelbart så 
ud til. Det blev derfor besluttet kun at arbejde videre med Signe, og det er derfor diagnosticeringen af 
Signes modelleringsvanskeligheder, vi skal se på i det følgende. 
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Diagnosticering, fase 1 
Diagnosticeringens første fase to udgangspunkt i udvalgte spørgsmål fra detektionstesten, i hvilke Signe 
havde fået få eller ingen point. Interviewet viste nogle generelle tendenser, som her vil blive illustreret ud 
fra samtalerne om opgaverne 4 og 6.  
Spørgsmål 4 i detektionstesten 
Spørgsmål 4 i detektionstesten lyder som følger: 
På en skole er der 6 gange så mange elever som lærere. Opskriv en formel, der udtrykker sammenhængen 
mellem antallet, 𝐸, af elever og antallet, 𝐿, af lærere. Begrund dit svar. 
Til dette spørgsmål havde Signe angivet formlen 𝐿 = 6𝐸. Som begrundelse havde hun skrevet ”Hver gang 
der er én lærer, er der 6 elever”.  
Som Mogens Niss påpeger i kommentarerne til detektionstesten, er der mange elever, der så at sige narres 
af rækkefølgen i opgaveformuleringen (6, 𝐸, 𝐿) til at opskrive formlen 6𝐸 = 𝐿. I nærværende tilfælde har 
Signe i sin begrundelse omformuleret opgaveformuleringen til en anden, og gyldig, sproglig formulering, 
men i lighed med Niss’ kommentar har hun netop brugt rækkefølgen i denne formulering til at opskrive en 
forkert formel, 𝐿 = 6𝐸, hvor der blot er byttet om på de to sider i ligheden.  
L: Den sætning, du har skrevet som begrundelse, er jeg helt enig i. Formlen er dog ikke rigtig. Kan du prøve 
at forklare, hvordan du er kommet frem til den formel? 
E: Jeg har jo skrevet, at hver gang der én lærer, er der 6 elever. Så synes jeg jo, det giver god mening at 
skrive 𝐿 = 6𝐸. 
L: Okay. Lad os prøve med nogle konkrete tal. Lad os for eksempel sige, at der er to elever. Hvor mange 
lærere er der så ifølge din formel? 
E: Altså hvis jeg satte 2 ind på 𝐸’s plads? 
L: Ja. 
E: Så ville der være 12 lærere. 
L: Passer det med den sproglige formulering, der står i opgaven? Altså at der er 6 gange så mange elever 
som lærere. 
E: Næ, det gør det jo egentlig ikke. Det er jo omvendt. 
L: Nemlig. Hvordan kunne man så lave formlen om, så den blev rigtig? 
E: Det ved jeg ikke rigtig. Det er også bare de der formler. Jeg forstår det jo godt. 
L: Lad os prøve at tage den forfra. Altså, antallet af elever er 𝐸. Antallet af lærere er 𝐿. Og det der står i 
opgaveformuleringen er egentlig, at antallet af elever er 6 gange antallet af lærere. Hvordan kan vi så skrive 
formlen op? 
E: Jeg ved det virkelig ikke. 
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Vi snakker et stykke tid, og til sidst får Signe skrevet formlen rigtigt op. Det betyder dog ikke nødvendigvis, 
at hun har forstået, hvorfor formlen skal se sådan ud, hvilket også bekræftes i den videre samtale.  
L: Kan du prøve at beskrive, hvad det er, der gør den svær sådan én? 
E: Altså for mig, så står der (peger på formlen 𝐸 = 6𝐿), at hver gang der er én elev, så er der 6 lærere. Og 
det jo det omvendte af det, jeg prøvede at sige der (peger på begrundelsen i besvarelsen). 
L: Ja, det er lige det. Men hvad nu hvis vi siger, at der er 3 lærere, hvad… 
E: Ah okay, så kan jeg godt se det. Når man sætter tallet ind, så kan jeg godt se, at det giver mening. 
 
Samtalen om denne opgave giver det indtryk, at Signe ikke har problemer med at anvende en formel, når 
først den er givet. Det er opstillingen af formlen ud fra den sproglige formulering, der er problemet. I 
henhold til modelleringscyklussen, som den eksempelvis er beskrevet af Blomhøj og Jensen (2003), er det 
matematiseringen, der giver vanskeligheder. Matematisering handler netop om at oversætte objekter og 
relationer mellem dem i et ekstramatematisk domæne til objekter og relationer i et matematisk domæne. 
Som Niss påpeger i kommentarerne til detektionstesten, er matematiseringen her allerede påbegyndt i 
formuleringen af opgaven, idet antallet af elever og antallet af lærere er blevet givet variabelnavne. 
Matematiseringen består derfor i dette tilfælde i at opskrive relationen mellem de to antal som en formel.  
Samtalen om spørgsmål 4 gav intervieweren den indskydelse at finde en lignende opgave frem, som er en 
typisk eksamensopgave på stx: 
 
 
I denne opgave handler det som i detektionstestens spørgsmål 4 om at opskrive en formel/model, der 
beskriver situationen. Her er der dog ikke en rækkefølge i oplysningerne, der kan narre eleven. Til gengæld 
skal man selv i et vist omfang identificere variable og indføre variabelnavne.  
 
L: Hvad tænker du, når du ser sådan en opgave?  
E: Fuck! Det er lige præcis sådan nogle der, der er mit svage punkt. 
L: Du ved ikke rigtig, hvordan du skal gribe den an? 
E: Nej. Jeg har altid problemer med at finde ud af, hvilke informationer, jeg skal bruge. Man får jo nogle 
ligegyldige informationer, og så skal man lige finde ud af, hvad for nogen man skal bruge  
L: I har haft en del af den her slags opgaver i fx afleveringer. Hvad plejer du at gøre? 
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E: Jeg plejer bare at finde et eksempel i mine noter. Så kan jeg godt regne dem. Men jeg ved ikke helt, hvad 
jeg laver. Det er mest det der med, hvad x og y skal være. 
L: Ja, hvordan finder man ud af det? 
E: Hvis jeg bare skal svare uden noter, så er jeg altså ikke sikker. Jeg ved ikke, hvordan jeg skal få det lavet 
om til noget med x og y. 
L: Kan du sige noget om, hvilken model du skal bruge? 
E: Jeg tror, det er lineært. For der står ikke noget med procent. Men ellers ved jeg ikke rigtig. 
 
Som det var tilfældet med detektionstestens spørgsmål 4 ses det her, at matematiseringen volder store 
vanskeligheder. Signe kan ganske vist sige, at en lineær model kan beskrive situationen, men der synes ikke 
at ligge en dybere forståelse bag, og hun kan ikke umiddelbart opskrive modellen. I en vis udstrækning kan 
man også sige, at præmatematisering er på spil her. Før man kan matematisere, dvs. opskrive en lineær 
model, må man først finde ud af, hvilke informationer man skal bruge og hvilke relationer, der er mellem de 
valgte objekter. Samtalen viser, at Signe har svært ved det, som Blomhøj og Jensen (2003) kalder 
systematisering.  
I forlængelse af snakken om opgaven med millionærer blev det undersøgt, hvordan Signe klarer sig ved 
matematisk problemløsning, en tredje af faserne i modelleringscyklussen.  
 
L: Lad os prøve et andet eksempel. Hvis du nu har den lineære sammenhæng 𝑦 = 5𝑥 + 8, og du skal 
beregne y, når x = 2? 
E: Så skal jeg jo bare sætte 2 ind på x’s plads. Og det giver 18. 
L: Rigtigt. Og hvad nu hvis y er 48, og du skal bestemme x? 
E: Så sætter jeg 48 ind på y’s plads. Og så skal jeg løse det som en ligning.  
 
Signe ”løser det som en ligning” (en formulering man tit hører) uden problemer. Hun er generelt god til 
matematisk problemløsning. Det kan kort bemærkes, at noget lignende viste sig ved samtalen om 
detektionstestens spørgsmål 12. Det rigtige svar i denne opgave er 40 år. Signe havde skrevet 70 år, uden 
begrundelse. 
 
E: Jeg bliver lidt træt, når jeg ser så meget tekst. Så skal jeg igen til at finde ud af, hvad der er vigtigt, og 
hvad der ikke er. Jeg kan ikke huske, hvordan jeg er kommet frem til 70. 
 
Signe skal have hjælp til at omsætte opgaveteksten til en ligning, hvor der indgår x’er, men da ligningen 
først er opstillet, løser hun den uden problemer. Igen blev det tydeligt, at Signe ikke har problemer med 
matematisk problemløsning, men snarere med matematisering og systematisering.  
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Spørgsmål 6 i detektionstesten 
Spørgsmål 6 i detektionstesten lyder som følger: 
Et oliefelt indeholder 100 millioner tønder olie. Ali siger, at hvis man hvert år udvinder 1 million tønder olie, 
slipper olien op efter 100 år. Aya siger, at hvis man hvert år udvinder 1% af den olie, der er tilbage, slipper 
olien aldrig op. Hvem har ret og hvorfor? 
Her har Signe svaret ”Aya har ikke ret, da olien vil slippe op på et tidspunkt”.  
 
L: Kan du huske, hvorfor du har svaret, som du har? 
E: Jeg tror bare, jeg har tænkt, at det må slippe op på et tidspunkt. 
L: Kunne Aya også have ret? 
E: Jeg ved det ikke. Vil der fortsat være olie for evigt? Jeg ved det ikke. 
L: Hvis vi nu bare kigger på, hvad Aya siger? 
E: Jamen det ville jo blive uendelig. Hvis vi bliver ved med at tage 1%, så ville det bare blive meget små tal. 
L: Ja, det er rigtigt, til sidst ville det være en meget lille mængde olie. Kan du sige noget om, hvilke modeller 
vi kan bruge til at beskrive Alis og Ayas udsagn? 
E: Er Alis ikke lineær? Og Ayas er eksponentiel? 
L: Det er rigtigt. Men det har du måske ikke rigtig været inde og overveje? Og du har heller ikke rigtig været 
inde og regne her, har du? 
E: Nej, jeg tænkte bare, at det måtte slippe op. Jeg har nok ikke tænkt så matematisk.  
 
Signes sunde fornuft siger hende, at olien må slippe op på et tidspunkt. Hun har således ikke for alvor 
reflekteret over, hvad der egentlig ligger i opgaven med at vurdere Ayas udsagn, og den videre samtale 
viste, at hun har svært ved at forstå, at de begge kan siges at have ret. Man kan sige, at hun ikke har 
opfattet spørgsmålet som en invitation til matematisering. Med lidt hjælp kan Signe her godt komme frem 
til, at de to scenarier kan beskrives med hhv. en lineær og en eksponentiel model. Det er dog ikke noget, 
der er faldet hende ind, da hun selv sad med opgaven. Det er interessant at Signes problemer med 
matematisering således ikke blot skyldes det, at matematisering er svært. Selve det at få idéen om at 
foretage matematisering synes ikke at ligge lige for.  
Den efterfølgende samtale om matematisering af Alis og Ayas påstande fulgte på mange måder samme 
mønster som ved spørgsmål 4, så den skal ikke beskrives nærmere her. Sammenfattende kan det siges, at 
det første interview pegede på nogle vanskeligheder med især matematisering i forbindelse med 
spørgsmålene 4 og 6, og til dels spørgsmål 12, i detektionstesten. Tiden tillod ikke, at vi kom ind på andre 
opgaver i testen. Ved efterbehandlingen af optagelserne af interviewet meldte der sig imidlertid en 
overvejelse omkring det specifikke indhold i de opgaver, vi havde talt om. Alle spørgsmålenes matematiske 
indhold kredsede om to af de ”standardsammenhænge”, som vi arbejder med i gymnasiet, nemlig lineære 
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og eksponentielle. Det kunne derfor ikke udelukkes, at Signes vanskeligheder med opgaverne stammede fra 
nogle specifikke vanskeligheder med disse sammenhænge. For at undersøge dette spørgsmål blev der 
derfor gennemført et opfølgende interview, hvor opgaver med et andet matematisk indhold blev anvendt.  
 
Diagnosticering, fase 2 
Ved det opfølgende interview blev Signe præsenteret for et par opgaver med forskelligt matematisk 
indhold, herunder geometri og funktioner. Til illustration af de generelle pointer beskrives her erfaringerne 
fra samtalen om én af disse opgaver: 
En hundeejer vil oprette en rektangulær hundegård, hvor den ene side udgøres af en mur. Han har 20 m 
hegn til rådighed. Hvordan skal hundeejeren lave hundegården, så den får det størst mulige areal? 
Selve det spørgsmål, der skal besvares i det ekstra-matematiske domæne, er her klart formuleret.  
Matematiseringen kan også siges at være påbegyndt, idet det er angivet i opgaveformuleringen, at 
hundegården skal være rektangulær. Den videre matematisering ville naturligt kunne bestå i en figur af 
situationen, hvor rektanglets sider navngives på en passende måde. Dette er dog ikke så ligetil for Signe, 
som ikke umiddelbart kan komme i gang med opgaven på egen hånd. Som man ser det med mange elever, 
er det bestemt ikke en selvfølge, at man starter med at tegne en figur. Efter Signe med lidt hjælp får tegnet 
en figur, går hun helt i stå. 
 
E: Jeg kan ikke se, hvordan jeg kan bruge de informationer. 
L: Hvad får du af informationer i opgaven. 
E: (Pause). Der står, at der er 20 m hegn. 
L: Ja, kan du bruge det til noget? 
E: Det kan jeg jo sikkert.  
 
Vi snakker lidt frem og tilbage, og Signe kommer frem til, at det ville være smart, hvis man kunne gange 
rektanglets længde og bredde sammen, men at hun jo ikke kender dem. Med en del hjælp får hun skrevet 
henholdsvis 𝑥 og 20 − 2𝑥 ved rektanglets sider. 
L: Og hvad er hundegårdens areal så? 
E: Altså, skal jeg bare gange siderne sammen? 
L: Nemlig. 
E: Okay. Jamen det er jo så 𝑥 ∙ (20 − 2𝑥) (hun skriver imens). Så kan man gange ind i parentesen. Det giver 
så 20𝑥 − 2𝑥2. 
L: Lige præcis. Hvad kan vi så bruge det til? 
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Det ses, at Signe ikke har problemer med at gange ind i en parentes. Hun har dog svært ved at se, hvad hun 
skal bruge udtrykket til. Den efterfølgende samtale giver det indtryk, at det skyldes, at hun har svært ved at 
referere tilbage til, hvad opgaven egentlig gik ud på. Da læreren foreslår, at hun bestemmer maksimum for 
funktionen givet ved 𝐴(𝑥) = 20𝑥 − 𝑥2 finder hun let dette ved hjælp af CAS, og nu går det pludselig op for 
hende, at hun har fundet hundegårdens maksimale areal.  
Afmatematiseringen, altså konklusionen om det maksimale areal ud fra det matematiske resultat, var 
relativt uproblematisk for Signe. Det er svært at vurdere hvorfor, men gennem lærerens kommentarer 
undervejs synes hun efterhånden at være blevet bevidst om, hvad det egentlig var, hun skulle finde. 
Matematiseringen voldte dog store problemer. Som nævnt skulle der hjælp til, før Signe tegnede en figur. 
Som noget afgørende skulle der også meget hjælp til, før hun fik givet rektanglets sider navne. Det at 
navngive objekter er for matematikere en naturlig ting, fordi det muliggør opskrivning af formler og så 
videre, men det er ikke naturligt for Signe. Her kan Niss’ (2010 ) begreb iværksat foregribelse være relevant. 
For at få den idé at navngive objekter, her sider i et rektangel, skal man kunne foregribe, hvad dette kan 
bruges til i en matematisk problemløsning. Signe formår i denne situation ikke at foregribe opskrivningen af 
et funktionsudtryk, som kan bruges til at besvare det matematiske spørgsmål, som ultimativt leder til svaret 
på spørgsmålet stillet i opgaven. Som det er fremgået, har Signe tillige svært ved at skue bagud i 
modelleringscyklussen og lade sine aktiviteter styre af det oprindelige spørgsmål, en kompetence der 
fremhæves som vigtig af flere teoretikere, herunder Galbraith og Stillman (2006). Selvom hun er god til 
matematisk problemløsning, kan man sammenfattende sige, at Signe har svært ved at komme frem til, 
hvilken matematisk problemløsning, der skal igangsættes, og hvordan den bidrager til en løsning på 
problemet.  
Efter de to interviews kan de væsentligste af Signes modelleringsvanskeligheder opsummeres som følger: 
 Præmatematisering: Vanskeligheder med at identificere de relevante objekter og relationer mellem 
dem. Generelt vanskeligheder med at afgøre, hvilke informationer, der er relevante, og hvilke der 
ikke er. 
 Matematisering: Det er ikke naturligt for Signe overhovedet at få idéen at foretage matematisering. 
Hendes matematikforestillinger synes ikke at inkludere et stærkt begreb om, at matematik kan 
bruges til at modellere med. 
 Matematisering: Vanskeligheder med at oversætte objekter og relationer fra et ekstra-matematisk 
til et matematisk domæne. Bl.a. er det ikke naturligt for Signe at navngive matematiske objekter 
 Iværksat foregribelse: Signe har svært ved at skue fremad i modelleringsprocessen og foretage 
kvalificerede valg på den baggrund 
 Overblikket: Signe mister overblikket over, hvad matematikken har med virkeligheden at gøre. Hun 
formår ikke at tænke tilbage på, hvad opgaven går ud på, når hun er i det matematiske domæne. 
Manglende bagudskuen i modelleringscyklussen. 
 
Principper for interventionen 
Interventionen blev foretaget som en klasserumsintervention, hvilket blandt andet skyldtes de tidsmæssige 
rammer. Som tidligere nævnt efterlod detektionstesten dog også det indtryk, at klassen generelt kunne 
have gavn af et forløb om modellering. I løbet af interventionen var der særligt fokus på Signe, men de 
andre elever i klassen modtog naturligvis også hjælp og vejledning.  
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Inden de enkelte lektioner i interventionsforløbet beskrives, vil der her først blive givet et generelt overblik 
over de overvejelser, der lå til grund for interventionen.  
 
Iværksat foregribelse og den nærmeste udviklingszone 
Opsummeringen af diagnosticeringen af Signes modelleringsvanskeligheder viser, at der er en del 
forskellige ting på spil. Omvendt er der også en sammenhæng mellem flere af hendes vanskeligheder. 
Begrebet iværksat foregribelse kan eksempelvis bruges som en ramme til at forstå vanskelighederne med 
såvel præmatematisering som matematisering. Om end man analytisk kan adskille de to sidstnævnte 
aktiviteter, er de nært forbundne, og de kræver begge, at man foregriber de efterfølgende skridt i 
modelleringen, der skal føre til en løsning af det overordnede problem. Som Niss (2010) påpeger, er dette 
langt fra let, og det forudsætter erfaring med modellering. Interventionen handler i bund og grund om at 
komme uden om det tilsyneladende paradoks, der ligger i, at det kræver erfaring med modellering at 
komme i gang med at modellere.  
For at give eleverne erfaring med modellering blev der gennemgået en del eksempler på modellering på 
tavlen. I hver lektion arbejdede eleverne efterfølgende med opgaver, hvor modelleringen mindede om den, 
der var sket på tavlen, i den forstand at det matematiske indhold var det samme, eller næsten det samme. I 
ét af modulerne handlede det eksempelvis om at optimere arealer ved hjælp af funktioner. Tanken var, at 
eleverne på den måde fik erfaring med, at man kunne modellere visse situationer med noget bestemt 
matematik, som havde virket i lignende tidligere situationer. Ifølge Niss (2010) er denne form for erfaring 
yderst vigtig for at kunne foretage den nødvendige iværksatte foregribelse.  
Det, at det ofte ikke faldt Signe ind at foretage matematisering, kan hænge sammen med hendes 
matematikforestillinger. Interventionens mange eksempler på modelleringssituationer havde derfor også 
det formål slet og ret at vise, at man gennem matematisering af fænomener i ”den virkelige verden” kan 
løse problemer relateret til sådanne fænomener. Ifølge Niss er denne erkendelse en yderligere 
forudsætning for iværksat foregribelse.  
Interventionsforløbet startede med opgaver af en type, som eleverne kendte i forvejen. Det drejede sig her 
om opgaver som den tidligere nævnte om antallet af danskere med en årlig indkomst på over en million kr. 
Valget af denne opgavetype var baseret på Vygotskys (1978) begreb om den nærmeste udviklingszone. 
Tanken var blandt andet, at velkendte opgaver var velegnede til introduktion af faserne i 
modelleringscyklussen (se næste afsnit). Endvidere blev det vurderet som uhensigtsmæssigt med det 
samme at kaste eleverne ud i ukendte modelleringssituationer, hvor hele modelleringscyklussen skulle i 
spil. Hermed ville afstanden fra elevernes aktuelle udviklingsniveau blive for stor. Ved at starte med 
velkendte opgaver var idéen, at opgaverne hele tiden skulle ligge inden for elevernes nærmeste 
udviklingszone. Herfra bevægede vi os videre til andre opgavetyper, men der var indbygget en progression, 
således at opgaverne gik fra at være forholdsvis lukkede til at være mere åbne. I begyndelsen var der 
primært fokus på matematisering, som også var kernen i de velkendte opgaver. Senere fik eleverne 
opgaver, der involverede flere faser i modelleringscyklussen, men matematikken i opgaverne havde de i 
alle tilfælde set i anvendelse i andre lignende situationer.  
Sammenfattende kan man sige, at begreberne iværksat foregribelse og nærmeste udviklingszone blev brugt 
til at tilrettelægge progressionen og rækkefølgen i de aktiviteter, eleverne skulle igennem. Den gradvise 
opbygning af modelleringserfaring skulle give dem muligheden for at foretage iværksat foregribelse, og 
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opgaverne blev gradvist gjort sværere, i overensstemmelse med tankegangen om den nærmeste 
udviklingszone.  
 
Modelleringscyklussen og den metakognitive bevidsthed 
Blomhøj og Jensen (2003) omtaler to grundlæggende tilgange til undervisning i matematisk modellering, 
den holistiske og den atomistiske. Ifølge den holistiske tilgang er det vigtigt, at elever får mulighed for at 
arbejde med alle delprocesserne i modelleringscyklussen. Ellers udvikler de ikke fuld 
modelleringskompetence, og desuden er den holistiske tilgang med til at motivere eleverne og give 
modelleringsaktiviteterne mening. Omvendt er især matematisering ifølge den atomistiske tilgang så 
krævende, at det er nødvendigt med et særligt fokus på denne delproces. Ifølge denne tilgang kan det virke 
forstyrrende ind på indlæringen at inddrage de andre delprocesser. I nærværende interventionsforløb 
følges Blomhøj og Jensens anbefaling om at skabe en balance mellem de to tilgange. For Signes 
vedkommende er der som nævnt vanskeligheder med matematiseringen, hvorfor der i høj grad fokuseres 
på denne proces i interventionen. På den anden side inddrages der også aktiviteter, hvor flere delprocesser 
i modelleringscyklussen er i spil for at give mening til modelleringen, og ikke mindst for at ændre Signes 
matematikforestillinger omkring modellering.  
Interventionsforløbet er inspireret af Blomhøj og Jensens beskrivelse af deres bestræbelser på at skabe 
balance mellem de to tilgange til modellering. Som hos Blomhøj og Jensen veksles der mellem traditionel 
undervisning og mere projektorienteret arbejde. Desuden er der indbygget en progression fra relativt 
lukkede til mere åbne opgaver. Denne progression tager højde for, at matematisering vitterlig er svært, og 
desuden er den som allerede nævnt i overensstemmelse med Vygotskys begreb om den nærmeste 
udviklingszone.  
Afslutningsvis skal det nævnes, at forløbet blev indledt med en grundig introduktion til 
modelleringscyklussen. Efterfølgende blev det løbende ekspliciteret, hvilke delprocesser i cyklussen, vi 
arbejdede med. Tanken med dette var blandt andet, at det kunne hjælpe Signe til at blive bedre til at skue 
fremad og bagud i modelleringsprocessen. Det er fx nemmere at skue bagud på noget, hvis man ved, hvad 
det er, man kigger efter. Kendskab til delprocesserne skulle dermed medvirke til at give Signe et bedre 
overblik i modelleringssituationer. Dette er i øvrigt i overensstemmelse med Blomhøj og Jensens 
anbefalinger. De påpeger, at en metakognitiv bevidsthed om modelleringens delprocesser hos eleven kan 
være med til at strukturere den overordnede proces, og desuden er den med til at motivere og tydeliggøre 
meningen med modelleringen.  
 
Beskrivelse af de enkelte lektioner i interventionsforløbet 
Tiden tillod, at der blev brugt fire lektioner á 90 minutter på forløbet. Den erfaring med modellering, som 
eleverne kunne nå at opbygge, var således i sagens natur begrænset. I henhold til progressionen fra relativt 
lukkede til mere åbne opgaver var det derfor også begrænset, i hvor stort omfang vi nåede at arbejde med 
opgaver, hvor hele modelleringscyklussen skulle i spil. På den anden side var det særligt matematisering, 
der voldte Signe problemer, og denne delproces var der i høj grad fokus på fra starten af forløbet.  I det 
følgende gives der en kort beskrivelse af de enkelte lektioner i forløbet, og aktiviteterne i lektionerne 
sættes i relation til principperne for interventionen nævnt ovenfor.  
Første lektion 
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Forløbet blev som allerede nævnt indledt med en introduktion til modelleringscyklussen. Som eksempel 
blev spørgsmål 5 fra detektionstesten anvendt. I dette spørgsmål skal man vurdere højden af en bygning på 
et billede, og i den proces kommer hele modelleringscyklussen i spil, hvorfor spørgsmålet var velegnet til at 
illustrere delprocesserne.  
Efter introduktionen til modelleringscyklussen blev eleverne bedt om at forholde sig til følgende spørgsmål: 
1) Hvor mange gange kan man børste tænder med en tube tandpasta? 
2) Hvor langt frem skal der være frit i modsatte vejbane for at man sikkert kan foretage en overhaling? 
3) Hvad er den bedste form på en konservesdåse? 
Spørgsmålene er hentet fra Højgaard (2010), og de fungerede som opvarmning til, hvad matematisk 
modellering går ud på. Det var ikke meningen, at eleverne skulle komme med endelige svar på 
spørgsmålene, men vi diskuterede de mange aspekter af situationerne, der kommer i spil, når man skal 
modellere, og vi snakkede desuden om, hvor de var henne i modelleringscyklussen, når de snakkede om 
spørgsmålene.  
Efter en opsamling skulle eleverne nu arbejde med de opgaver, der ses i bilag 1. Disse opgaver hører til en 
velkendt type, som de har set mange gange, men som det fremgik af diagnosticeringen havde Signe svært 
ved denne opgavetype, og det var der flere andre, der havde. Opgaven var at identificere nogle af 
modelleringens faser for at opbygge en begyndende fortrolighed med modelleringscyklussen. Samtidig var 
idéen, at eleverne her befandt sig i den nærmeste udviklingszone, netop fordi opgaverne var velkendte.  
Timen blev afsluttet med en opsamling på opgaverne, hvor vi grundigt diskuterede de relevante faser i 
modelleringscyklussen.  
 
Anden lektion 
I denne lektion blev der bygget videre på konceptet med at modellere med funktioner. Vi snakkede om, at 
en væsentlig del af matematiseringen ofte indebærer at navngive objekter. Eleverne skulle herefter lave 
opgaverne, der ses i bilag 2. Fokus i disse opgaver er i høj grad på matematisering. Som tidligere nævnt er 
det ifølge den atomistiske tilgang vigtigt i særlig grad at fokusere på denne delproces. I denne fase af 
forløbet kan man således sige, at grundlaget for elevernes senere arbejde med mere åbne opgaver blev 
lagt, i overensstemmelse med Blomhøj og Jensens opfordring til at skabe en balance mellem de to tilgange 
til modellering.  
Valget af opgaver blev også foretaget ud fra tankegangen om den nærmeste udviklingszone og iværksat 
foregribelse. Fra første lektion havde eleverne erfaring med, at man kunne opskrive matematiske modeller 
ved hjælp af funktioner, og denne erfaring skulle de nu bringe i spil i lidt mere ukendte sammenhænge. 
Timen blev afsluttet med en opsamling på opgaverne. 
Tredje lektion 
Denne lektion blev indledt med, at følgende eksempel blev gennemgået på tavlen: 
En landmand vil lave en rektangulær indhegning med en skillevæg til sine dyr. Han har 500 m hegn til 
rådighed. Hvordan skal han lave indhegningen, så arealet af indhegningen bliver størst muligt? 
Matematikvejler, RUC, 2015 
3. semester projekt 
 
16 
 
 
I dette eksempel må man først gøre sig klart, hvad man skal forstå ved spørgsmålet ”hvordan skal han lave 
indhegningen?”. Der blev altså nu bygget lidt mere på arbejdet med modelleringscyklussen, idet der blandt 
andet kommer noget præmatematisering i spil. I den efterfølgende matematisering blev det igen (igen) 
understreget, hvor væsentligt det er at kalde ting noget. Matematiseringen giver anledning til en 
matematisk problemløsning, hvor man kan komme frem til en funktion, der beskriver arealet af 
indhegningen som funktion af fx den korte side. Ved hjælp af fx viden om andengradspolynomier eller brug 
af CAS kan man så bestemme de dimensioner af indhegningen, der giver det maksimale areal. 
Afmatematiseringen kan naturligt bestå i at fortælle, hvad indhegningens længde og bredde skal være i en 
passende enhed.  
For mange elever vil det bestemt ikke være indlysende, hvordan man skal gribe opgaven an. I løbet af 
gennemgangen på tavlen blev der løbende refereret til modelleringscyklussen, og det blev tydeliggjort, 
hvordan det er nødvendigt at skue både fremad og bagud. Fx må man, når man har foretaget 
matematiseringen, genkalde sig, hvad opgaven egentlig gik ud på.  
Tavlegennemgangen havde til formål at give eleverne et erfaringsgrundlag, som de kunne bruge til løsning 
af opgaverne i bilag 3. I disse opgaver skulle eleverne foretage matematisering og matematisk 
problemløsning, der på mange måder mindede om eksemplet fra tavlen, og tanken var, at eksemplet skulle 
lette den iværksatte foregribelse. Opgaverne er stadig ret lukkede, men de inviterer dog til en udvidet grad 
af modellering i forhold til opgaverne fra de to første lektioner. I henhold til Vygotskys begreb om den 
nærmeste udviklingszone kan man sige, at den nu ideelt set havde rykket sig en smule.  
I denne time var både Tina og Christian tilstede. Det muliggjorde, at Tina kunne koncentrere sig om at 
observere Signes arbejde med opgaverne, mens Christian hjalp andre grupper. Observationen viste en del 
positive takter. Signe startede af sig selv med at tegne passende figurer til opgave 1 i bilaget, og hun fik 
også hurtigt indført betegnelser for rektanglets sider og opskrevet udtryk for omkreds og areal. I dette 
tilfælde var der altså tale om en vellykket matematisering. Signe brugte efterfølgende CAS til den 
matematiske problemløsning. Hvad angår den cirkulære indhegning viste der sig dog nogle problemer. 
Signe opstillede funktionsudtrykket                   𝐴(𝑥) = 𝜋 ∙ (
50
𝜋
)
2
 for arealet af cirklen. Hun havde herefter 
lidt svært ved at komme videre, fordi grafen ”jo bare er en streg”. Det virker tydeligt, at hun er meget 
bundet op på den metode, der blev vist på tavlen. På sin vis kan man sige, at tavlegennemgangen ikke har 
forberedt hende på iværksat foregribelse i forbindelse med den cirkulære indhegning.  
Opgave 3 i bilaget var egentlig taget med, så de hurtigste elever havde noget at lave. Signe nåede dog til 
denne opgave, og her havde hun og hendes sidekammerat svært ved at komme i gang på egen hånd. Tina 
hjalp ved at spørge, hvor de var henne i modelleringscyklussen. Signe og hendes kammerat blev enige om, 
at de lige skulle forstå hvad opgaven egentlig gik ud på, hvilket kan siges at være en del af 
præmatematiseringen. De fik forklaret for hinanden, hvad opgaven handlede om, og herefter spurgte Tina, 
hvad der var vigtigt i opgaven. Signe svarede hurtigt, at det var længderne og priserne. Herefter var Signe 
straks klar til at stille relationer op vha. Pythagoras’ sætning. Man kan sige, at matematiseringen i høj grad 
er foretaget i forvejen i denne opgave. Ikke desto mindre kræver opgaven, at man skal kunne forstå denne 
matematisering, samtidig med at man skal finde ud af, hvordan man skal bruge de informationer, der er 
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givet i forbindelse med den matematiske problemløsning. Meget tydede på, at henvisning til 
modelleringscyklussen var en hjælp for Signe i forbindelse med denne proces. 
 
Fjerde lektion 
I denne lektion bevægede vi os i retning af mere åbne modelleringsopgaver. Timen blev indledt med 
følgende spørgsmål hentet fra Højgaard (2010): 
Hvor langt er der til horisonten? 
Eleverne fik først mulighed for at snakke lidt om problemstillingen, hvorefter deres forslag dannede 
udgangspunkt for diskussion. Et løsningsforslag blev derefter givet på tavlen. Opgaven gav mulighed for 
endnu en gang at sætte fokus på delprocesserne i modelleringscyklussen.  
Den på tavlen udledte formel var 𝑑 = √ℎ2 + 2𝑟ℎ, hvor 𝑑 er afstanden til horisonten, ℎ er øjenhøjden, og 𝑟 
er Jordens radius. Eleverne blev efterfølgende forevist udklippet i bilag 4. Dette gav anledning til diskussion 
af, hvorfor vi ikke havde fået den samme formel. I udklippet diskuteres det desuden, at formlen ikke 
stemmer 100 procent overens med virkeligheden, hvilket gav anledning til en snak om validering.  
Efter tavlegennemgangen skulle eleverne arbejde med opgaven i bilag 5. Her skulle de finde ud af, hvor 
meget længere der er mellem Storebæltsbroens tårne i toppen i forhold til i bunden. Progressionen fra 
lukkede til åbne opgaver, jf. Blomhøj og Jensens fremgangsmåde, nærmede sig nu sit endemål. Eleverne 
skulle selv finde ud af, hvilke informationer, der var vigtige, og de skulle på egen hånd foretage en 
matematisering af problemet. I henhold til begrebet om iværksat foregribelse kunne de dog lade sig 
inspirere af fremgangsmåden i opgaven med afstanden til horisonten. I opgaven med Storebæltsbroen var 
det også nyttigt at lave en figur med et tværsnit af Jorden. 
Mange af eleverne kom med meget fornuftige løsningsforslag. Signe startede ud med at tegne en figur, der 
ikke var så hensigtsmæssig. Med lidt hjælp fik hun dog tegnet en passende figur, og hun endte også med at 
få lavet et løsningsforslag ved hjælp af ensvinklede trekanter. Som i den tredje lektion virkede det til, at der 
var sket fremgang med hendes evne til at matematisere.  
 
Evaluering af Signes udbytte 
Tinas observationer fra tredje lektion vidner om, at der undervejs i forløbet skete noget med Signes 
modelleringskompetencer. Det virkede til, at tankegangen omkring modelleringscyklussen var en hjælp for 
hende, når hun skulle overskue opgaven. Desuden syntes hun specifikt at have gjort fremskridt, når det 
kom til matematisering. I det hele taget tydede de små samtaler med Signe i lektionerne på fremskridt. Det 
blev efterhånden naturligt for hende at tegne figurer, når det var relevant, og at indføre betegnelser, der 
muliggjorde matematisk problemløsning. Meget tydede dog også på, at Signe stadig var afhængig af, at hun 
tidligere havde set opgaver, der var meget lig de nye.  
Observationerne i selve lektionerne var spredte, fordi de andre elever i klassen også havde brug for 
vejledning. Efter interventionsforløbets afslutning blev der derfor gennemført en særskilt 
evalueringssamtale på ca. 90 minutter med Signe. Samtalen tog udgangspunkt i opgaverne, der ses i bilag 6. 
Signe havde ingen problemer med opgave 1, og opgave 2 blev derfor sprunget over. I det følgende vil der 
først blive givet en nærmere beskrivelse af Signes løsning af opgave 3. 
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Signe gik med det samme i gang med at tegne en figur. Det blev i første omgang til den øverste figur på 
billedet nedenfor. 
 
Hun blev dog hurtigt enig med sig selv om, at det ville være smartere, hvis hønsehuset lå helt ude i hjørnet, 
derfor pilen i den øverste figur. 
 
E: Det der ville være spild af hegn. Det er ligesom den, hvor vi brugte muren som en slags ende. 
 
Hun tegnede derefter den nederste figur på billedet, hvorefter hun på egen hånd satte betegnelser på 
siderne af hønsegården.  
 
E: Nu tænker jeg lige lidt frem. Vi har 50 m til rådighed. Så ville det nok være smart at skrive en ligning op. 
 
Signe opskrev ligningen på billedet nedenfor og endte med at få isoleret x.  
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L: Du sagde for lidt siden, at du tænkte lidt frem. Hvad mente du med det? 
E: Altså, jeg skal jo bruge det til det med arealet. Jeg skal have isoleret x. 
L: Ja. Hvorfor er det smart? 
E: Fordi så kan jeg lave en substitution. 
 
Signe får opskrevet et udtryk for hønsegårdens areal, som det ses på billedet nedenfor. Derefter 
substituerer hun udtrykket for x ind i ligningen.  
 
 
Endelig bruger hun CAS til at komme frem til de værdier af x og y, der giver det maksimale areal.  
Signes besvarelse af opgaven viste, at hun havde gjort fremskridt. I henhold til opsummeringen i afsnittet 
om diagnosticering kan nævnes følgende: 
 De relevante objekter og relationer mellem dem identificeres hurtigt og uden problemer. 
 Det er nu naturligt for Signe at foretage en matematisering af problemet.  
 Signe får uden hjælp og tilskyndelse tegnet en figur og navngivet objekter. Der er sket fremskridt 
med evnen til matematisering. 
 Signe tænker fremad. Det fremgår, at hun bruger sine erfaringer fra forløbet til en iværksat 
foregribelse i relation til problemet.  
Matematikvejler, RUC, 2015 
3. semester projekt 
 
20 
 
Det er opmuntrende, at Signe helt på egen hånd kunne løse opgaven. Man kan dog indvende, om hendes 
forståelse primært var af en instrumentel art (Skemp, 1976). Det, at opgave 3 minder så meget om 
opgaverne fra interventionsforløbet, gør det svært helt at udelukke den mulighed. Det er muligt, at Signe 
her fulgte en nu velkendt procedure, uden at vide hvad hun lavede. Det er dog ikke det indtryk, samtalen 
efterlader.  
 
L: Hvordan synes du, sådan nogle opgaver var i starten? 
E: Jeg kunne ikke lide nogle af dem her. I forhold til matematik synes jeg normalt, jeg har godt styr på det. 
Men ved modelleringsopgaver tænker jeg altid fuck. Jeg vidste overhovedet ikke, hvordan jeg skulle gå i 
gang med dem. Altså hvis jeg først lige kom i gang, så var det ikke engang sådan, at jeg kunne komme 
videre. Men nu er det sådan meget systematisk. Jeg forstår det meget bedre nu.  
L: I starten var det fx ikke naturligt for dig at tegne en skitse. 
E: Nej. Det har virkelig hjulpet meget. Altså det der ville jeg ikke kunne have tænkt i hovedet.  
 
Signe er er desuden ikke typen, der er tilfreds med blot at følge procedurer. Hun vil gerne forstå, og hvis 
hun ikke gør, finder hun opgaveregningen utilfredsstillende. Den umiddelbare vurdering er derfor, at Signe 
har fået en øget forståelse for matematisering og modellering i det hele taget.  
Hvad angår opgave 4 i bilaget, må det siges, at Signe ikke kunne løse den på egen hånd. Hun skulle have 
hjælp til den indledende præmatematisering. Det tog lidt tid før hun indså, at minimeringen af 
materialeforbruget kunne have noget med dåsens dimensioner at gøre. Samtalen gav desuden det indtryk, 
at problemerne med opgaven blandt andet skyldtes, at hun manglede viden om cylindre. Både 
præmatematisering og matematisering blev besværliggjort heraf. Om end hun selv bragte ordet cylinder på 
banen, kunne hun ikke umiddelbart se, hvordan hun skulle komme videre.  
 
E: Jeg kan godt huske, at vi havde noget om dem i folkeskolen. Men jeg kan ikke huske noget af det. 
 
Vi talte lidt om, hvad der kendetegner en cylinder. Med lidt hjælp fandt hun efterfølgende frem til, at hun 
skulle bruge formler for overfladeareal og rumfang af en cylinder, som hun googlede sig frem til. Vi blev 
desuden enige om, at sodavandsdåsen skulle indeholde 33 cl.  
 
L: Hvad kan du bruge vores viden om rumfanget til? 
E: Jeg kan måske skrive en ligning op. 
L: Ja, hvilken ligning? (hun fik herefter skrevet en fornuftig ligning op). Og hvad så nu? 
E: Jeg synes ligesom, jeg mangler en ligning mere. I hvert fald hvis jeg skal gøre ligesom i de andre opgaver.  
L: Okay. Hvad kunne det så være for en ligning? 
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Pause 
 
L: Du er gået lidt i stå nu? 
E: Ja. 
L: Hvad skal man gøre, hvis man er gået i stå med sådan en opgave her? 
E: Kigge tilbage i sin cyklus? 
L: Ja, god idé. 
E: Men jeg synes ikke, der er så meget at kigge tilbage til. 
L: Hvad er det, der sker i starten af modelleringscyklussen? 
E: Man finder ud af, hvad der er vigtigt. Og indfører passende betegnelser. Og kigger på, hvad det var, man 
skulle. Jeg skal bruge så lidt materiale som muligt. Nå ja, det må jo så være noget med omkredsen af 
cylinderen. 
L: Omkredsen? 
E: Nå nej, arealet. 
L: Ja nemlig, overfladearealet af cylinderen.  
E: Så er det det, jeg skal have en ligning for.  
 
Herefter kunne Signe selv færdiggøre løsningen af opgaven. Som det fremgår, skulle hun bruge en del 
hjælp. Det nye matematiske indhold (cylinder) forvirrede hende. Hendes ønske om en ligning mere kan 
også umiddelbart virke som en famlen i blinde. Hun var stadig afhængig af i et vist omfang at kunne kopiere 
fremgangsmåden fra tidligere opgaver. Det er dog interessant, at hun har taget konceptet med at skue 
tilbage i modelleringscyklussen til sig. Ved at vende tilbage til, hvad hun skulle, kunne hun selv indse, at hun 
skulle opstille et udtryk for dåsens overfladeareal. Hun har således fået nogle redskaber til at strukturere 
modelleringsprocessen og bevare overblikket, jf. opsummeringen i diagnosticeringen.  
Signes vanskeligheder med opgave 4 kan igen tolkes derhen, at hendes tilgang er instrumentel. Som 
allerede nævnt er det dog ikke lærerens indtryk. En anden måde at anskue det på er, at den iværksatte 
foregribelse blev svær, når opgaven inddrog nye matematiske objekter i forhold til de gjorte erfaringer. 
Desuden ville opgave 4 være svær for de fleste elever. Om end Signe ikke kunne regne den på egen hånd, 
viste hun igennem processen, at hun kunne foretage kvalificerede valg, når hun fik lidt hjælp. Vurderingen 
er, at dette ikke mindst skyldtes hendes kendskab til modelleringscyklussen.  
Sammenfattende er vurderingen, at Signe er blevet bedre til at modellere. Hun har fået en bedre tilgang til 
at komme i gang med modelleringsopgaver, og hun formår at bringe sin nyerhvervede metakognitive 
bevidsthed i spil i processen. Hvad angår matematiseringen er det blevet væsentlig nemmere for Signe at 
oversætte objekter og relationer fra et ekstra-matematisk til et matematisk domæne, ikke mindst fordi hun 
nu som noget naturligt navngiver matematiske objekter. Det bedste vidnesbyrd om fremskridtet er måske i 
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virkeligheden, at Signe selv føler, at hun er blevet væsentlig bedre, som det også er fremgået tidligere. Hun 
synes selv, at hun var dårlig til det tidligere, men hun har været glad for forløbet, der har givet hende en 
systematisk tilgang til det at modellere.  
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Case fra Aarhus Statsgymnasium 
På Aarhus Statsgymnasium valgte vi elever fra 3.g i en studieretning med samfundsfag på A-niveau, 
naturgeografi på B-niveau og matematik på A niveau. Der var i alt 15 elever på holdet (klassen er i 
matematik del, så ca. halvdelen af eleverne har matematik på A niveau). I samfundsfag er der eksplicitte 
krav i bekendtgørelsen om, at matematik indgår i undervisningen. Den måde matematik indgår på er for 
langt den overvejende del gennem et arbejde med matematiske modeller. Det er et dygtigt hold, med et 
gennemsnit i såvel skriftlig som mundtlig matematik på omkring 9. Jesper havde hele klassen i skoleåret 
2014/15 til matematik på B niveau, og alle eleverne deltog i marts måned 2015 i det tidligere forløb om 
bevis- og ræsonnementskompetence.  
Udvælgelsen af elever at følge tættere 
Undersøgelse af matematikforestillinger og detektionstesten 
Eleverne blev først bedt om at svare på en række spørgsmål om modelleringsrelevante 
matematikforestillinger (se spørgeskemaet om matematikforestillinger i bilag 7), og efterfølgende fik de 
detektionstesten 13 spørgsmål fra professoren (ved Mogens Niss og Uffe Thomas Jankvist, se bilag 14). 
Boksplot af resultaterne fra de to test kan ses nedenfor: 
 
Boksplot af resultaterne fra undersøgelsen af matematikforestillinger. Det nederste boksplot angiver 
fordelingen af svarende til spørgsmålet: Matematikopgaver har ét og kun ét rigtigt svar, den næst nederest 
til Der er kun én korrekt måde at løse en matematikopgave på, den tredje nederest til Hvis man har forstået 
matematikken i timerne, kan man løse enhver opgave inden for dette emne på en halv time, den næst 
øverste til Matematik man lærer i matematiktimerne har kun lidt eller intet med den virkelige verden at 
gøre og endelig den øverste til Matematik i gymnasiet kræver kun i begrænset omfang viden fra andre 
fagområder og fra hverdagen. De røde prikker angiver Pers svar (en af de elever vi efterfølgende udvalgt), 
mens de blå angiver Mettes svar (den anden elev som vi udvalgte). Helt uenig er på figuren angivet ved 
svaret 1 og helt enig med svaret 5. Hele spørgeskemaet kan ses i bilag 7. 
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Boksplot af resultaterne fra detektionstesten 13 spørgsmål fra professoren. Den stiplede linjen angiver 
Mettes resultat, mens den prikkede linje angiver Pers resultat.  
Undersøgelsen af de modelleringsrelevante matematikforestillinger indeholdt både en række multiple 
choice spørgsmål og en række spørgsmål, hvor eleverne kunne uddybe deres svar til multiple choice 
spørgsmålene. I multiple choice spørgsmålene skulle eleverne angive hvor enig eller uenig de var i en række 
spørgsmål. Helt uenig er på figuren ovenfor angivet ved svaret 1 og helt enig med svaret 5. Ud fra elevernes 
kommentarere til spørgsmålene blev det klart, at eleverne ikke altid svarede på præcist det, vi forventede, 
de ville svare på. For eksempel på spørgsmålet om der altid kun er et svar på en matematisk opgave, skrev 
en række elever Nej, men kommentaren viste, at eleverne forstod opgaven, som at der f.eks. er to 
løsninger til en andengradsligning.   
Generelt angav eleverne at viden fra andre fagområder ikke blev inddrage i stort omfang i 
matematikundervisningen, men at modellering er et vigtigt aspekt ved faget; eleven Per skrev f.eks.: Synes 
faktisk det er lidt begrænset, hvor meget vi på den måde bruger andre fag i matematik, kan selvfølgelig 
godt se sammenhængene, men strukturen er mere omvendt. Enkelte elever gav udtryk for, at det unikke 
ved matematik netop er, at der altid var præcis et rigtigt svar, og at det var en stor fordel, hvis man ikke 
blander andre fag ind i matematikundervisningen; Søren skrev: Ja, det er rart at matematik er adskilt fra 
disse ting, da det så bliver meget lettere at begive sig med.  
De to elever, som vi senere valgte at følge tættere, var Per og Mette. Det er interessant at se forskellen i 
deres svar på om matematik kun har ét rigtigt svar. Per skriver: Havde da været dejligt, at man altid vidste 
hvad der var rigtigt. Men charmen bag matematik er jo at det er så afbøjet. Efterfølgende spurgte Jesper 
Per om, hvad han mente med afbøjet, og han forklarede, at de forholdsvis få teknikker, vi arbejder med i 
matematik, kan passe ind i så mange forskellige sammenhænge i andre fag.  
Mette svarede på samme spørgsmål: Matematik er en talkonstruktion, som skal bruges til at beskrive 
verden – og verden er mere kompleks, end at der kun er én løsning (livet ville være kedeligt, hvis der altid 
kun var en løsning). Mettes svar er sværere at tolke, men det angiver den holdning, at matematik er en 
talkonstruktion, som nok kan bruges til at beskrive verden med, men verden er for kompleks til, at 
matematik kan beskrive den fuldstændigt. I modsætning til Pers svar, så er matematik her ikke noget, som 
kan bøjes, så det passer til verden, men en regnemaskine som kan svare på simplere spørgsmål, der kan 
have relevans for problemstillinger uden for matematikundervisningen.  
Med Jespers kendskab til klassens elever, blev det hurtigt klart, at resultaterne fra detektionstesten ikke 
fulgte elevernes karakterer i matematik. Mette, en af de dygtigste elever på hele årgangen i såvel 
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matematik som mange andre fag (en elev som f.eks. tidligere var blevet tilbudt deltagelse i forskellige 
talentudviklingsprojekter), svarede markant dårligere end en middelelev som Per. To af de tre dygtigste 
elever i klassen (heriblandt Mette) hældte til den opfattelse, at matematik var et fag med et og kun et 
rigtigt svar (Pia, en anden meget dygtig elev skrev f.eks. at det fede ved matematik er, at der oftest kun er et 
rigtigt svar, som man kan sætte to streger under). 
Jesper valgte derfor at se nærmere på Mette og Per. I undersøgelsen af de matematikforestillinger der er 
relevante for modellering ses det, at disse to elever i mange af spørgsmålene ligger langt fra hinanden, og i 
detektionstesten ligger Per forventeligt nogenlunde midt i klassen, mens Mette meget overraskende ligger 
noget lavere.  
Videre detektion og diagnostisering 
Interview med Mette 
Mette og Per indvilgede i at deltage i et interview om deres besvarelser af detektionstesten. I forbindelse 
med interviewet af Mette blev det klart, at hun synes modellering er svært. I interviewet siger Mette, at 
hun synes den slags spørgsmål er udfordrede, og da Jesper spørger ind til, hvorfor det forholder sig således, 
siger Mette: 
Mette: det er svært at sige, hvis det hele ikke står der, f.eks. den her ikk’ 
Jesper: altså den med turen (Der henvises til opgave 13 i detektionstesten) 
Mette: Ja, det er jo også lidt om man forstår at hun bremser helt op, eller hun bare sænker farten, det er lidt 
afgørende for hvordan man sådan aflæser den. Det giver jo ikke mening i forhold til grafen 
Jesper: Er det koblingen mellem teksten og billeder der er svært 
Mette: Ja, det er det der gør det, jeg forstår spørgsmålet som om hun bremser helt ned, og så skal hun jo 
køre 0 km/t, men måske mener de, at hun bare har bremset hårdt om, men ikke kommet helt ned på 0 
km/t, for der står jo at hun beslutter sig for at køre videre, og så må hun jo være stoppet helt op….. 
Det tyder her på, at Mette har svært ved at koble teksten og grafen, og derudfra uddrage en konklusion. 
Udover en udfordring med at koble tekst og graf, tyder dette på en vanskelighed ved at trække den 
relevante information ud af den matematiske analyse, altså med model-resultatet i modelleringscyklussen 
(se f.eks. bilag 13). 
Jesper: lad os prøve at se på spørgsmål 2  
Mette: Ja nu kan jeg godt se det, men jeg troede bare resten skulle være salatolie. Det giver god mening, at 
når man laver en salatdressing, så skal alle ingredienser lige meget med. 
Jesper: hvad så med den her med renterne (Jesper læser spørgsmål 3 højt) 
Mette: Ja jeg tænkte at det var noget med renter og renters rente….(hun argumentere derefter helt rigtigt) 
Jesper: Men prøv at se her (Jesper viser hende besvarelsen) 
Mette: ja der kan jeg godt se, de lægger jeg selvfølgelig for meget til.  
Både opgave 2 og 3 tyder på at Mette ikke endnu evner at stoppe op og vurdere om hendes udregning er 
rimelig. Det tyder på en udfordring med valideringsaspektet i modelleringscyklussen.  
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Jesper og Mette taler så om at der her er tale om en regnefejl, og Mette giver udtryk for at denne opgave 
var meget lettere end den med katten og grafen.  
Jesper: hvorfor tror du den var lettere i forhold til den med grafen? 
Mette: fordi sådan noget med figurer og sådan noget ikke rigtigt passer til mig.  
De tager så fat på opgave 9 i bilag 14, og Jesper forklarer opgaven.  
Der følger så en længere samtale, hvor Mette tydeligt viser at hun har meget svært ved at koble tekst og 
graf: 
Mette: …efter man har solgt de 240 skal man begynde at få flere penge for hver ekstra avis.  
Jesper: men det første stykke, den er jo lineær den der (Jesper peger på Zedlands posten lineære udvikling 
på figur B), der tjener man ikke mere for ekstra aviser i den ugelige indkomst. 
Mette: ugelige indkomst….længere pause…den har jeg ikke fået set på. Nååå men så giver det god mening, 
ja ja. 
Jesper: hvad vil du så vælge? 
Mette: øøøø, hvor har vi….længere pause….så burde den der jo bare være lineær ikke….jeg det gør den ikke 
(og så væver hun rundt) 
Mette: hvornår er det man kan se at man får de der plus?....der skal gå en uge….det ved jeg ikke så. 
Efter et stykke tid viser Jesper hende hvad der er den rigtige figur, og forklarer hvorfor.  
Jesper: Hvad var det som var svært her? 
Mette: Jeg ved det ikke, for det første havde jeg ikke set det der med ugenlig indkomst….jeg ved det ikke, 
men jeg kom jo til at ….jeg ved det ikke hvorfor den var svær. Når du forklarer det giver det jo god 
mening…jeg ved det ikke, hvorfor den var svær. 
Frustrationen lyser ud af Mette. Hun har helt styr på lineær og stykkevis lineære funktioner (og vækst), men 
igen er det koblingen mellem teksten og grafen, der giver problemer i forhold til at uddrage den relevante 
information. Mette har uden nogen problemer regnet mange opgaver af typen: tabellen viser 
sammenhængen mellem …. og ….. og det antages at dette kan beskrives ved 𝑓(𝑥) = 𝑎 · 𝑥 + 𝑏 osv., men i 
denne opgave er det vanskeligt for hende at trække den relevante information ud af teksten og sætte disse 
informationer i de rigtige matematiske relationer til hinanden. Der er med andre ord her både et problem 
med systematiserings og matematiserings aspekterne i modelleringscyklussen (begreberne systematisering 
og matematisering dækker her den proces at systematisere og matematisk formulere den situation der 
beskrives i en modelleringsopgave. Dette er i svag modsætning til definitionen hos Højgaard (2010 side 
260), der inkluderer den matematiske analyse i matematiseringskompetencen. Vores brug af begreberne 
følger tættere Blomhøj og Jensen (2003) side 125) .  
Interview med Per 
Vi begyndte med at tale om opgave 5 i detektionstesten (se bilag 14). Jesper begyndte med at ridse 
opgaven op.  
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Jesper: Du skriver: Da jeg ikke har nogle mål at gå ud fra, gør jeg det ud fra den mand i den røde trøje og 
regner ud fra gennemsnits højden på mænd. Den er på 179.2, og der kan være ca. 8 af ham hvis han stod 
over på sig selv om og om igen. 179.2*8= 1433 cm = 14.33 m. Prøv lige at sige et eller andet om den 
Per:  Der står sådan en mand, og der er bygningen. Der er flere mænd på billedet, men han står tættest på 
bygningen og så måler jeg ham, og så for at få det mest nøjagtige svar, så finder jeg gennemsnitshøjden, og 
så målte jeg på billedet og der var han 7 mm høj og så så jeg at han kunne stå ca. 8 gange, og så gangede 
jeg med gennemsnitshøjden.  
Jesper: Du får et meget meget præcist resultat?  
Per: Jeg skulle nok også have skrevet ca.  
Jesper: Ok, hvis der kom en og sagde 15 m, hvad ville du så sige? 
Per: så ville jeg sige at det nok også kunne være rigtigt. 
Jesper: Hvorfor? 
Per: fordi vi har den her fejlkilde i ham manden jeg ikke ved hvor høj er. 
Jesper: Hvad kan man sige om en sådan præcision.  
Per: Nej, jo hvis du havde kunnet se mine mellemregninger, ville du kunne forstå hvordan det var. Det er fint 
nok at være præcis.  
Her giver Per udtryk for, at han både kan opbygge en model, trække de relevante informationer ud, og 
vurdere resultatet. Det eneste problem er den noget mere avancerede vurdering, der ligger i en estimere  
hvor nødagtigt resultat er.  
Så gik de til opgave 7 
 
Opgave 7 samt Pers svar 
 
Jesper begynder med at ridse opgaven op. 
Jesper: Du skriver 3+3+3… hvad er det der sker der? 
Per: Jeg har talt pr. km. På de første tre kilometer der gik hun, nej på de første 4 kilometer gik hun 3 km/t 
plus 3 km/t plus 3 km/t plus 3 km/t og så plus 6 km/t plus ….så i det hele der….det kan man overhoved ikke 
sige.  
Jesper: men hvorfor skrev du 4 tretaller 
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Pers: fordi der er 4 km op 
Jesper: og der er 4 sekstaller fordi der er 4 km tilbage? 
Per: ja, og så vil gennemsnitshastigheden komme her, når man dividerer med 8 
Her forsøger Per sig med sin mavefornemmelse for, hvordan en sådan opgave skal løses, men det går galt 
for ham, fordi han ikke kan systematisere situationen korrekt.  
De gik så videre til opgave 9 om aviserne. 
Per: ja den synes jeg var svær. 
Jesper ridser opgaven op og spørger: Du skriver: Det må være d, da den tager højde for at der er provision i 
begge firmaer. 
Per læser teksten og peger på figur C og D: Ja, der må det være sådan at den stiger efter et stykke tid, der 
må kurven stige lige, og så får du pludselig 240 (Per angiver at kurven må knække) og det er kun de to der. 
Jesper: du peger på C og D fordi der får man et knæk 
Per: Ja…øøø den må være lineær, i princippet er den lineær når han sælger 60 aviser. Den ene uge kunne det 
være han solgte 40 ekstra aviser og den næste solgte han 20 ekstra, men jeg ved ikke om den skal være 
lineær den der (han peger på Zedlands tidende på figur D).  
Jesper: Hvad er det der er op af y-aksen her 
Per: Ja - det er penge 
Jesper: Det er den ugentlige indtægt 
Per: nååå 
Jesper: Du peger på C nu, hvorfor gør du det 
Per: fordi skal den være lineær (han peger på kurven for Zedland tidende) 
Per bliver ved med at sige nogle rigtige ting, men roder også rundt mellem teksten og figurerne og siger så:  
Hvis han nu havde solgt helt vildt meget mandag, og lidt tirsdag osv. Så kunne den have gået sådan her (Per 
viser en siksak kurve)….jeg er vist lidt på udebane her! 
Her giver Per udtryk for flere vanskeligheder, men de to primære er en vanskelighed ved at koble teksten 
(situationen) til grafen og dernæst en vanskelighed ved overhoved at forstå, hvad de forskellige grafer 
faktisk udtrykker. Det er dog her ikke således, at Per ikke kan relatere sig til problemstillingen. Han siger 
mange rigtige ting, men det er klart, at der er visse problemer med systematiseringen (og 
matematiseringen) samt udfordringer inden for det at tolke graferne.  
De gik så videre til opgave 10 i detektionstesten, som Jesper begynder med at ridse op 
Per peger på C, og siger: det er sjovt at han starter gyngen helt oppe og til slut stopper helt oppe og så går 
tilbage igen. 
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Jesper: kan det lade sig gøre? 
Per: Nej det vil jeg ikke synes kan lade sig gøre 
Per: og her, (han peger på D) det kan det ikke være for man går hele tiden op og ned i en gynge 
 
Per: Her er den konstant, men han forsøger hele tiden på at gynge højere så et er underligt at han hele tiden 
gynger i samme højde (han peget på B) 
 
Per har nu udelukket alle de øvrige og er nået frem til, at den rigtige graf er A. Han giver her udtryk for, at 
han i den her situation fint kan koble teksten og grafen og kan vurdere rigtigheden af de forskellige 
modeller.  
De gik så videre til opgave 12 i detektionstesten med hjerterytmerne.  
Per: jeg har plottet dem og alt muligt, men jeg kan ikke finde ud af hvor grænserne går.  
Jesper: hvordan plottede du dem? 
Per: begge to er lineære, bare funktionen således (Per peger på formlerne) at y var lig med teksten. 
Jesper tegner en skitse af funktionerne på bordet, fordi han ved, at det nok er i forbindelse med 
matematiseringen, at Per har sine problemer. 
Per: ja og så først finder jeg så skæringspunktet på y-aksen, men det synes jeg bare ikke kunne være rigtigt, 
fordi den ene skar i nul, jeg blev helt forvirret. Jeg havde måske forventet at der skulle være et knæk, men 
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jeg kan godt se, at der ikke skal være et knæk. Der skulle vel være et sted hvor ens hjertefrekvans blev 
anderledes, så jeg søgte efter det knæk….. 
Det er vanskeligt at se, hvordan Per kommer frem til, at den ene graf skærer i nul. Per giver her udtryk for 
problemer med den matematiske analyse. Han har problemer med teknisk at tegne de to grafer, men han 
evner i stor udstrækning at vurdere sine modelresultater. 
Til sidst tog de opgave 13. Her havde Per svaret helt rigtigt, men havde også skrevet: Ca  klokken 09:06, 
men har en eller anden ide og jeg er gået lige i en fælde!! ;). 
Jesper: hvorfor tror du det var en fælde? 
Per: fordi den var alt for simpel. Nu ved jeg ikke om jeg har gjort det rigtigt, men det er jo åbenlyst at det er 
kl. 9.06, nu ved jeg ikke om det er en fælde, men det tror jeg nu ikke det er. 
Jesper: Nej det er fuldstændigt rigtigt. 
Her viser Per, at han i disse simple tilfælde helt har styr på at koble mellem tekst og graf, men nok også at 
Jesper i undervisningen lidt for ofte har eksperimenteret med at bryde den didaktiske kontrakt.  
Alt i alt gav interviewet med Per indtryk af, at han havde en fornuftig tilgang til modellering, men at han 
havde nogle udfordringer med såvel systematisering og matematisering som med den matematiske 
analyse. 
Samlet vurdering af diagnosticeringen 
Som skrevet ovenfor, er Per en middel elev. Han går til matematik som til et håndværk og bliver ikke 
frustreret over modelleringens forskellige faser. Han har problemer med den matematiske analyse, men 
det var forudsigeligt. Det er interessant at sammenholde de to interviews. 12-tals-eleven Mette havde 
store problemer med at uddrage de relevante aspekter af en tekst (systematiseringen) og med at trække de 
relevante data ud af den matematiske analyse. Derudover manglede hun mange steder fuldstændig en 
vurdering af rimeligheden af modellens resultater. I modsætning hertil var 4 (måske 7)-tals-eleven Per 
rimelig god til at systematisere og vurdere modellens resultater, men manglede noget i den matematiske 
analyse. Man kan sige, at på baggrund af interviewet med Per fremstår Mettes problemer med modellering 
tydeligt. Detektionsfasen og det efterfølgende interview viste med al tydelighed, at there is no guaranteed 
transfer from mathematical knowledge and skills to knowledge and skills concerning models and modelling 
(EMS 2012 side 51). Dette aspekt ønskede Jesper at forfølge og valgte derfor at fokusere på Mette i det 
efterfølgende forløb, og kun i mindre grad følge Per.  
 Diagnosen af Mette 
Mettes svar i forbindelse med undersøgelsen af matematikforståelser viste, at hun mente matematik har 
meget med den virkelige verden at gøre, og at matematik i gymnasiet kræver et vist kendskab til andre 
fagområder. Det er i tolkningen af Mettes vanskeligheder afgørende at vide, at Mette overhoved ingen 
læseproblemer har. Det er koblingen mellem tekstens beskrivelse af en situation og den matematiske 
repræsentation der er vanskelig. Med udgangspunkt i interviewet og Mettes besvarelse af detektionstesten 
vurderede Jesper derfor, at noget tyder på, at Mettes vanskeligheder primært hænger sammen med tre 
aspekter i modelleringscyklussen: 
1.) Systematisering og matematisering. Koblingen mellem situationen (beskrevet i teksten) og de 
relevante begreber som skal sætte i relation til hinanden. 
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2.) Modelresultatet. Det at trække de relevante informationer ud af modelleringen. 
3.) Vurderingen og valideringen af modelresultatet, altså om det modellen når frem til faktisk giver 
mening.   
Intervention 
Systematiseringsprocessen kobler fra en situation til et formelt system. Inspireret af Duval (2004) kan man 
sige, at det kræver evnen til konversion fra et multifunktionelt register til et monofunktionelt register. En 
mulig måde at træne denne type af konversion på, er gennem gruppearbejde, hvor grupperne er 
sammensat af elever med en heterogen blanding af systematiseringskompetencer. Jesper valgte derfor en 
klasserums intervention, hvor en stor del af arbejdet skulle foregå i grupper, og hvor Jesper selv påtog sig 
lærerrollen som coach.  
Lektionsplanen så således ud 
 02.09 
o Undersøgelse af matematikforestillinger i forbindelse med modellering 
o Detektionstesten, 13 spørgsmål fra professoren 
 09.09 
o Modellering i bekendtgørelsen, Modellering er en vigtig del af matematik på gymnasiet. 
o De forskellige faser i modellering (modelleringscyklussen).  
 10.09 
o Modelleringsspil (lægge kortene med modelleringens faser i den rigtige rækkefølge) 
 17.09 
o Modelleringsopgaven med livredderen (I skal lave mindst to forskellige modeller, en simpel 
og en lidt bedre).  
 22.09 
o Grupperne gennemgår deres modeller af livredersituationen.  
o I laver grafer som klargør den matematiske analyse af livrederproblemet. 
o Eksperiment med en kop kaffe der køler af.  
o I laver en modellering af situationen.  
 30.09 
o Modelleringsopgave om "hvornår skal man komme mælk i kaffe" 
 01.10 
o Videre arbejde med modelleringsopgave om "hvornår skal man komme mælk i kaffe" 
o Modelleringsopgave med et kik til samfundsfag 
 05.10 
o Derefter tager i den afsluttende modelleringsscreening 
Gennemgang af de enkelt faser i interventionen 
Før vi kunne gå i gang med selve interventionen, var det nødvendigt at arbejde med klassens 
matematikforestillinger. På såvel spørgsmålet om den matematik man lærer i matematiktimerne har noget 
med den virkelige verden at gøre og om den matematik i gymnasiet kræver viden fra andre fagområder og 
fra hverdagen havde mange elever svaret negativt. Det var vigtigt, at eleverne forstod både, at modellering 
var et krav i bekendtgørelsen, og at modellering faktisk var den del af matematikken, de med stor 
sandsynlighed senere ville få mest brug for.  
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Selve interventionsforløbet var delt i to sammenhængende men dog forskellige faser. Målet med første 
fase var at give eleverne en meta-forståelse for modelleringsprocessen, mens den anden fase primært 
fokuserede på at udvide elevernes erfaring med modellering gennem forskellige konkrete 
modelleringsopgaver.  
Første fase af interventionsforløbet 
Specielt i forbindelse med lidt større modelleringsudfordringer, var det vanskeligt for eleverne at få hul på 
opgaven. Det ønskede Jesper at gøre klart for eleverne, og derfor blev de i en af de første lektioner bedt om 
at løse modelleringsopgaven fra Niss (2010) med de kegleformede glas. Det var meget vanskeligt for 
eleverne, opgaven var uoverskuelig. Eleverne oplevede perplexity due to too many roads to take and  no 
compass given (Blomhøj og Jensen 2003). Jesper valgte derfor at begynde med en overordnet introduktion 
til de forskellige faser i modelleringscyklussen (med udgangspunkt i Blomhøj (2003) og Mogens Niss 
(2010)). Som Højgaard skriver i (Højgaard 2010, p256), er det frugtbart at kommunikere med eleverne om 
forskellige typer at matematisk kompetence, og efter eleverne i fællesskab på klassen var kommet igennem 
modelleringen af de kegleformede glas, udpegede Jesper de modelleringsfaser, der havde ført dem frem til 
resultatet. For at træne eleverne i at identificere de 
enkelte faser, blev eleverne efterfølgende bedt om at 
identificere disse i de tre modelleringsbeskrivelser, 
som findes i Niss (2010), (hvoraf den ene er de 
kegleformede glas). Eleverne fik udleveret seks små 
stykker papir, hvorpå der stod de enkelte faser i 
modelleringscyklussen. Det var nu elevernes opgave at 
identificere faserne og lægge kortene i den rigtige 
rækkefølge. Nogle af modelleringsudfordringerne var 
vanskelige, men eleverne udviklede en fornemmelse 
for modelleringsprocessens forskellige dele.  
 
I det afsluttende interview med Mette spurgte Jesper, hvilken rolle hun synes arbejdet med 
modelleringscyklussen havde haft: 
Jesper: Vi brugte jo en del tid på modelleringscyklussen i begyndelsen, synes du det var godt eller var det lidt 
spild af tid? 
Mette: Jeg synes det var fint at få en forståelse for hvilke faser det var man skulle igennem, man fik det lidt 
mere ind i hovedet hvad det var man sad og lavede. 
Mette giver her udtryk for, at hun fik en ramme at sætte hendes arbejde med modellering ind i, og at det 
faktisk hjælp hende med at få struktur på processen.  
Udover at lære de enkelte faser i modelleringprocessen at kende, var formålet med denne indledende fase 
i interventionsforløbet også at give eleverne en forståelse for, at det ofte er vigtigt at have en fornemmelse 
for det resultat man søger efter, inden man vælger den model, der skal tilvejebringe resultatet. Denne 
iværksat foregribelse er ofte nødvendig for overhoved at komme i gang med modelleringsopgaven; 
Successful mathematization requires implemented anticipation of a rather involved nature (side 56 i Niss 
2010).  
  
Matematikvejler, RUC, 2015 
3. semester projekt 
 
33 
 
Anden fase af interventionsforløbet 
Derefter blev eleverne kastet ud i en modelleringsopgave med en livredder, der hurtigst muligt skulle nå ud 
til en svømmer. Formålet med opgaven var at træne systematisering og vurdering. Opgaven lød således: 
En livreder holder en varm sommerdag øje med badegæsterne ved en strand. Det er en lidt lang strand, så 
han har en strandbil stående ved siden af sit udkigstårn. Bag på bilen er der hæftet en lille speedbåd, som 
han kan sætte i vandet, og sejle ud til mennesker i nød med.  
 
Pludselig ser han ude på havet et menneske der råber om hjælp. Der er brug for hans hjælp så hurtigt som 
muligt! Hvordan skal livrederen komme ud til manden på havet hurtigst mulig. 
Eleverne var på dette tidspunkt blevet bevidst om, at modelleringscyklussen var en cirkelproces, og at flere 
gennemløb ofte var nødvendigt (se f.eks. Galbraith og Stillman (2006)). De blev derfor her bedt om at 
lave mindst to modeller, hvor den første var simpel og den anden en videreudvikling af den første. Mettes 
gruppes svar kan ses i bilag 8. I deres første model ses af besvarelsen, at det er livredderes hastighed, bilens 
fart og bådens fart samt de forskellige afstande, der er afgørende for opgaven. De får ikke helt skelnet 
mellem det matematiske system og den matematiske analyse, men når frem til et resultat, som de 
efterfølgende vurdere til at være lidt urealistisk. 
 
Gruppens kommentar til modelresultatet 
 
I andet gennemløb ændrer de på modellen, så livredderen ikke kun kan skifte retning ved en drejning på 
90o. De forsøger sig med, at han slet ikke kører, men sejler med det samme. Modelresultatet bliver her, at 
det faktisk tager længere tid.  
 
Gruppens kommentar til modelresultatet 
De forsøger sig med endnu en model, hvor bilens og bådens acceleration tages i betragtning. Her går deres 
matematiske analyse i stykker, fordi de ikke har kendskab beskrivelsen af legemer med konstant 
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acceleration (holdet har kun fysik på C niveau). Det er ikke så afgørende her, men opgaven tjente sit formål 
nemlig at lade gruppen arbejde med systematisering og vurdering.  
For at træne elevernes evne til at koble en situation til en grafisk fremstilling af relevante aspekter ved 
situationen, bad jeg eleverne om efterfølgende at lave grafer, der illustrerede livredderproblemet. De 
nåede - med nogen hjælp - frem til, at det var fornuftigt at fremstille en graf med længden, livredderen 
skulle køre på land, før han satte båden i vandet. Det gjorde det muligt for holdet at beskrive 
livredderproblemet, som et matematisk problem vi kunne løse ved at finde minimum for en funktion. Det 
havde nemlig slået Jesper, at eleverne kun brugte meget elementære matematiske kundskaber i løsningen 
af disse modelleringsudfordringer. Holdet så nu, hvordan de matematiske redskaber de havde lært i 2.g her 
kunne bruges i den matematiske analyse af problemet.   
I det afsluttende interview spurgte Jesper Mette om hvad der var specielt udfordrende ved 
livrederopgaven. Mette svarede: 
Mette: Det var det at man skulle smide så mange informationer væk. Det med at du sagde, at man ikke 
behøvede at lave en perfekt model til at starte med - i hvert fald ikke til at starte med. Man skulle lave en 
simpel model først og så senere noget bedre.  
Jesper: Mener du at det sværest var, at du ikke kunne løse opgaven i ”første hak”? 
Mette: Ja, det svære var ligesom, at man lige skulle ind i det. Man skulle gå fra virkeligheden ind i en 
matematik, og så måtte man tage nogle faktorer væk, eller sådan for at det kunne lade sig gøre.  
Det er typiske for Mette, at hun gerne vil løse opgaven perfekt og fuldstændigt fra starten, og at det faktisk 
var et af hendes problemer i forhold til modellering.  
En stor del af de efterfølgende øvelser drejede sig på forskellig måde om afkøling af kaffe. Inspireret af 
Vygotsky (1978) var ideen i små skridt at bringe eleverne fra forholdsvis simpel modelleringsøvelser til mere 
udfordrene opgaver; vi ønskede at flytte elevernes nærmeste læringszone. Derudover vidste vi, at 
modellering kræver en iværksat foregribelse af den matematik, der er nødvendig i matematiseringsfasen … 
what information is considered relevant has to be based on an anticipation of a possible effective 
mathematical problem solving strategy (side 47 i Niss 2010).  
For at træne evnen til at uddrage modelresultater arbejdede vi med at koble en situation til en grafisk 
fremstilling og efterfølgende trække de relevante informationer ud af grafen. Øvelsen bestod af en lille 
historie om, at noget kaffe var blevet kold, og der blev givet 
en figur med en række målepunkter, der angav kaffens 
temperatur på y-aksen og tiden på x-aksen. Med 
udgangspunkt i grafen skulle eleverne svar på 
spørgsmålene: 
1. Hvornår kom jeg mælken i  
2. Hvad er stuetemperaturen  
3. Hvor varm var min kolde kaffe  
4. Kan man stille et andet spørgsmål? 
Eleverne diskuterede spørgsmålene i grupper, og i den efterfølgende samtale kom der mange 
velovervejede bud frem.  
Mette sagde senere om denne opgave: 
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Mette: Jeg synes det var en god opgave. Man skulle ligesom sætte virkeligheden sammen med dataerne, 
man kan se her (Mette peger på grafen hvor punkterne aftager kraftigt) at man har kommet mælken i…ja 
jeg synes det var en godt opgave. 
Den anden af disse ”kaffe-opgaver” skulle styrke 
elevernes evne til systematisering. For at knytte 
forbindelse til de modelleringsopgaver de tidligere havde 
set i forskellige standart-opgaver (af den type 
som findes i bilag 9, lavede Jesper sammen 
med eleverne en lille måling af temperaturen 
af en kop kaffe, der kølede af, og skrev tid og 
temperatur op på tavlen. Derefter skulle 
eleverne lave et relevant spørgsmål, udtrække 
den relevante information af det de så på 
tavlen, og finde et resultat gennem et arbejde 
med modelleringscyklussens forskellige faser. De opgaver af denne slags, som eleverne kendte, indebar 
altid, at man skulle foretage en regression på de opgivne tal. De 
bevægede sig således i deres nærmeste læringszone (Vygotsky 
1978), og efter lidt tid fandt de også frem til, at det nok var en 
eksponentiel regression, der gav bedst mening i den her situation. 
Men denne regression gav en beskrivelse af afkølingen, der endte 
med, at kaffen ville være 0oC. Dette kunne alle se var urealistisk. 
Eleverne måtte nu reparere på modellen og nåede frem til at de 
måtte trække stuetemperaturen fra inden de foretog regressionen, 
og derefter lægge den til igen (en enkelt gruppe havde arbejdet 
med en lineær model. Denne model gav umiddelbart en næsten 
ligeså god beskrivelse som den eksponentielle, men de kom i 
alvorlige problemer, da de forsøgte at modellere at 
sluttemperaturen for kaffen skulle være stuetemperaturen). 
Eleverne nåede altså frem til en beskrivelse af afkølingen beskrevet 
ved funktionen: 
𝑓(𝑥) = 𝑏 · 𝑎𝑥 + 𝑇𝑠𝑡𝑢𝑒 
De kunne nu med udgangspunkt i deres model besvare en lang række spørgsmål om kaffe, der køler af. 
Den næste opgave i forløbet indebar en større og vanskeligere modelleringsopgave end eleverne tidligere 
havde set. Udfordringen for eleverne skulle være hentet fra det virkelige liv (en virkelig problemstilling som 
Jesper ofte havde stået overfor). De skulle se, at modellering kunne bruges til noget også udenfor 
matematikundervisningen, og vi vidste, at genuine modelling skill cannot be developed with students by 
way of teaching focusing on stylised and stereotypical examples in the hope that this will result in transfer 
to real modelling situations and tasks (EMS 2012 p. 51). Opgaven skulle indeholde alle aspekter af 
modelleringscyklussen, og sammen med en afsluttende test i modellering skabe udgangspunkt for en 
Mette kæmper, lettere frustreret med 
modellering af den afkølende kaffe 
Matematikvejler, RUC, 2015 
3. semester projekt 
 
36 
 
afsluttende samtale med Mette om, hvordan hendes 
faglige udvikling havde været i forløbet. Selve 
opgavebeskrivelsen kan ses i Bilag 10. 
Modelleringsopgaven knyttede an til opgaven med 
afkøling af kaffe, og gik ud på at undersøge, hvornår 
man skal komme mælk i kaffen for at den er varmest 
efter 15 min. 
Opgaven bestod af en indledende tekst, der beskrev 
afkølingsproblemet efterfuldt af en beskrivelse af, 
hvordan man matematisk kan beskrive den afkøling, 
som finder sted når to væsker med forskellig 
temperatur blandes (denne beskrivelse hører til i fysik 
C og var derfor ikke ny for eleverne). I de 
afkølingsopgaver, som eleverne tidlige var blevet stillet over for, havde de beskrevet 
temperaturudviklingen som funktion af tiden med en glat eksponentiel udvikling. I denne opgave var 
udfordringen derimod, at temperaturen sprang i det øjeblik, mælken kom i. Eleverne kunne således ikke 
bruge en standart funktion i forbindelse med matematiseringen, men blev tvunget til at sætte to 
eksponentielle udviklinger sammen på en rigtig måde.  
For at træne systematiseringen skulle den lille introduktionstekst, som beskrev situationen, indeholde alt 
for mange informationer; der var informationer om kaffemærket, købesteder og meget andet. For yderlige 
at træne matematiseringen forlangte Jesper, at eleverne i forbindelse med modelleringsopgaven 
fremstillede mindst to grafer, der illustrerede aspekter ved situationen. Alle elever havde svært ved 
opgaven, og det var primært systematiseringen og matematiseringen, der voldte problemer (se 
opgaveformuleringen i bilag 10). Selv om de umiddelbart forinden havde set et afkølingsproblem, der 
mindede om det, var det at mælken på et tidspunkt kom i, en stor udfordring. Jesper måtte hjælpe en del, 
men til sidst kom Mettes gruppe igennem. I den matematiske analyse viste Mettes matematiske 
forudsætninger at være en stor hjælp. Mettes besvarelse kan ses i bilag 11. Det ses, at hun starter med en 
lineær model, og når til at mælken skal i til sidst. Derefter går hun videre til en eksponentiel model og 
finder præcist det modsatte resultat. Som modelresultat skriver hun: 
 
Vi ser her, at hun er opmærksom på at de to modeller giver hvert sit modelsvar, og hun vurderer kvaliteten 
af modellerne med udgangspunkt i hvor godt et fit, hun kunne lave til målepunkterne. Den gruppe, som Per 
Kort tid efter blev et tilsvarende problem præsenteret 
i Metro-Express 
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var en del af, havde også forsøgt sig med 
en potensmodel, og fik at denne ville give 
den varmeste kaffe, hvis mælken kom i 
ca. efter 7 minutter.  
De stod nu med tre forskellige modeller, 
der alle gav forskellige modelsvar på 
spørgsmålet. Det interessante er, at 
potensmodellen faktisk kunne bringes til 
at passe bedre på de målepunkter vi 
oprindeligt tog end det eksponentielle fit 
kunne. En vurdering af, hvilken model der var den bedste, kunne nu ikke længere udelukkende basere sig 
på en sammenligning af forklaringsgraden, R2, men forståelse for funktionernes vækstegenskaber blev 
afgørende.  
I den afsluttende modelleringsopgave ønskede Jesper at knytte an til holdes andet studieretningsfag, 
samfundsfag. Jesper ønskede at illustrere, at matematik var meget vigtigt også uden for 
matematikundervisningen. Opgaven bestod af en række tabeller hentet fra statistikbanken.dk om  
1. Forholdet mellem uddannelseslængde og beskæftigelse 
2. Uddannelseslængde og arbejdsløshed 
3. Uddannelseslængde og stedet man bor 
4. Om man ejer sin bolig lige meget alle steder i Danmark 
Eleverne blev bedt om at lave χ2-tests og besvare spørgsmål, som var knyttet til tabellerne. Formålet med 
denne øvelse var primært at arbejde med elevernes matematikforståelse, men det at vise eleverne, at 
mere avanceret matematiske analyse (i dette tilfælde χ2-tests) meget ofte var nødvendig i forbindelse med 
modelleringsopgaver, var også et vigtigt læringsmål for denne afsluttende opgave.  
Oversigt over aktiviteter og de dertil knyttede læringsmål 
Aktivitet Læringsmål 
Opgaven med livredderen Systematisering og vurdering 
Opgave med fremstilling af grafer for 
livreddersituationen 
Kobling mellem situation og graf (matematisering) 
og erfaring med brug af mere avanceret 
matematisk analyse 
Lidt om kold kaffe  At trække modelresultatet ud 
Opgave med måling af kaffen der kølede af Systematisering og udtræk af modelresultater. 
Opgave med mælk i kaffen Systematisering, matematisering og vurdering af 
resultatet.  
Opgave med kik til samfundsfag Matematikforestillinger og brugen af mere 
avanceret matematisk analyse 
  
Uddrag fra Pers gruppes besvarelse af opgaven med hvornår 
mælken skulle kommes i. 
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Den afsluttende evaluering 
Som led i den afsluttende evaluering blev eleverne bedt om at tage en afsluttende screeningstest. Den 
afsluttende screening var inspireret af detektionstesten, men var noget vanskeligere. Da vi med 
udgangspunkt i diagnosen havde fokuseret på systematisering, uddragelse af modelresultater og validering 
af modelresultater i forløbet, var det naturligt også i den afsluttende screening at fokusere på disse 
aspekter i modelleringscyklussen. Derudover havde vi forsøgt at træne elevernes evne i registerskiftet fra 
en multifunktionel repræsentation (i form af en tekst) til en matematiske beskrivelse i form af enten en graf 
eller en formel. Screeningen bestod af 7 modelleringsopgaver og kan ses i bilag 12. Efter testen 
interviewede Jesper Mette om de svar, hun havde givet. Alle opgaverne indeholdt mange 
modelleringsaspekter, men vi har vurderet, at nedenstående kompetencer var specielt vigtige i løsningen af 
disse opgaver: 
Opgave nr.  
1 Systematisering og matematisering samt uddragelse af modelresultatet 
2 Systematisering og matematisering 
3 Uddragelse af modelresultater og validering af modelresultater 
4 Systematisering og matematisering og modelvurdering 
5 Systematisering med udgangspunkt i visuelle proportioner 
6 Systematisering med udgangspunkt i vanskeligt tilgængelige informationer 
7 Systematisering og matematisering, samt uddragelse af modelresultat 
 
Den første opgave bestod af to dele. Den første del minder om opgave 3 fra detektionstesten, mens anden 
del havde mange lighedspunkter med opgave 9 i detektionstesten  (se bilag 14). Første del handlede om 
hvor meget en bank gav i gennemsnitsrente over en række år. Opgaven indeholdt en mængde ikke 
relevante informationer, og eleverne blev derfor tvungne til at trække de relevante informationer ud. For at 
fokusere på systematiseringsaspektet bestod den matematiske analyse af stof, som var kendt fra 1.g  
undervisningen. Anden del af opgave bestod af en vurdering af hvilken graf, der bedst beskrev 
kapitaludviklingen af de penge, som var sat i banken. Der var to muligheder, nemlig en lineær udvikling og 
en eksponentiel udvikling. Her blev eleverne altså afkrævet en vurdering af de modeller, de havde brugt i 
første del af opgaven. Mette klarede denne opgave meget fint. Hun fik uddraget de relevante 
informationer, udregnet den gennemsnitlige rente og fik argumenteret fint for, hvorfor hun havde brugte 
eksponentielle modeller både gennem den afsluttende samtale, og i hendes valg af grafer i sidste del af 
opgaven. 
Det er illustrativt at sammenholde Mettes og Pers løsning af denne opgave. Mens Mette gik metodisk og 
matematisk korrekt til værks, havde Per også en forståelse for, hvilke informationer der var relevante, men 
han var mindre bundet af korrekte matematiske metoder.  
Den anden opgave mindede om spørgsmål 2 fra detektionstesten og bestod af en opskrift på sirupssnitter. I 
opskriften skulle der bruges 65 g smør. Eleverne skulle nu vurdere, hvor meget sirup der skulle i, hvis man 
ville bruge 100 g smør. Opgaven var valgt fordi Mette havde svært ved opgave to i indgangsscreeningen. 
Der var her mange flere information end i den tilsvarende opgave i indgangsscreeningen, men opgaven var 
principielt den samme. Eleverne skulle finde de relevante informationer, opstille en lineær model og 
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udregne et resultat. Mette løste denne opgave ved at finde den mængde sirup, der skulle bruges, hvis der 
kun var 1g smør og gangede derefter med 100 for at få resultatet.  
 
Mettes svar på opgave 2 
Hun får her uddraget de relevante informationer, får gennemskuet at der skal bruges en lineær 
sammenhæng (selv om hun ikke eksplicit skriver dette), og når frem til det rigtige resultat.  
Det er igen interessant at holde den teknisk dygtige elevs (Mettes) besvarelse op imod den mindre tekniske 
dygtige elevs (Per). Per løser opgaven på en mindre stringent måde, men måske en måde der illustrerer, at 
han har en mavefornemmelse, en fornemmelse for common sense (Freudenthal, 1991), i forbindelse med 
modellering, som ikke er så oplagt i Mettes besvarelse. Per skriver i sin besvarelse (man bør her se bort fra, 
at Per ikke skriver så godt dansk): 
Det regner jeg således. 65/35= 0,5385, altså man kan lave god tog vel en halv potion mere. Jeg ganger dette 
med de 250 gram sirup : 250*0.5385g = 134,625 og så plus de allerede 250g = 384,625g   
Per viser sin mindre matematiske forståelse bl.a. ved at skrive 65/35=0,5385, men han argumenterer for, at 
der skal bruges ca. en halv gang så meget, og så finder han denne mængde og lægger den oveni den, der 
skulle bruges i den oprindelige opskrift.  
Freudenthal (1991) mener, at denne umiddelbare fornemmelse illustrerer elevens forståelse af virkelighed. 
Set gennem Freudenthals optik kunne man derfor argumentere for, at Pers lidt løsere og mindre teknisk 
bundne besvarelse tyder på en dybere fornemmelse for modellering.  
I opgave tre fik eleverne givet en tabel over 
alkoholforbrug og livslængde. De skulle så vurdere, om 
der var nogen sammenhæng mellem disse to. 
Datapunkterne var med vilje valgt, så de ikke gav nogen 
oplagt lineær sammenhæng, men meget tydede alligevel 
på, at der nok var en eller anden sammenhæng. Mette 
foretog en lineær regression, og finder en på R2 
koefficient på omkring 0.75. Hun beskriver 
modelresultatet som: ”Ifølge regressionen falder ens 
levetid med ca. et halvt år for hver ekstra genstand om 
måneden”. Hun vurderer modelresultatet ved at se på R2 
koefficienten, og er bevidst om, at denne måde at vurdere en sammenhæng på er forskellige i matematik 
og samfundsfag. I matematik har hun lært, at hvis en lineær regression giver en R2 koefficient på under 
0.95, er regressionen ikke særlig god, mens hun i samfundsfag har lært at vurdere R2 koefficienten som et 
udtryk for, i hvor stor grad den uafhængige variabel kan forklare den afhængige variabel. Mette skriver i 
hendes besvarelse af opgaven: ”I samfundsfag er der en sammenhæng, hvor antal af genstande forklarer 
ca. 75 % af variationen i livslængde. Dog er forklaringsgraden ift. matematik, og her kan regressionen ikke 
forklare en sammenhæng”. Vi ser her at Mette i hvert fald har lært at vurderingen af modelresultatet er 
vigtigt.  
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Pers svar minder om Mettes, men det er meget mindre stringent. Han foretager også en lineær regression 
og tolker resultatet, som han tror man skal i samfundsfag men har ingen forståelse for hvad en 
forklaringsgrad dækker over. Per skriver: 
Og her kan jeg se at der er en R^2 på 0.74, det vil altså sige at i 74% af tilfældende er modellen korrakt. 
Mden der er stadig en hvis usikkerhed. 
Måske ser vi i den sidste sætning et tegn på, at Per har en fornemmelse af, at han forholder sig til 
virkeligheden, når han evaluerer sit modelresultat, noget som ikke er lige så tydeligt i Mettes besvarelse.  
I opgave fire fik eleverne prisen på 6 chokoladeboller samt prisen på en cola. Nu skulle de opstille en 
formel, som udtrykte sammenhængen mellem prisen på chokoladeboller og prisen på cola. Denne opgave 
mindede om spørgsmål 4 i detektionstesten, men var lidt vanskeligere. Det var igen 
systematiseringskompetencen, der blev efterspurgt. Mette finder prisen for en chokoladebolle (til 6 kr.) og 
ser at prisen for fire chokoladeboller svarer til prisen for en cola. Hun skriver afslutningsvis: 
Følgende udtryk kan opstilles 
 
𝑌 = 4 ∗ 𝑥 
hvor y angiver prisen for en cola, mens x angiver prisen på chokoladeboller.  
Forudsætningen for dette udtryk er, at en cola altid vil koste 4 gange så meget, som en chokoladebolle.  
 
Vi ser her, at Mette både er i stand til at uddrage de relevante informationer og relatere dem til hinanden. 
Endelige udtrykker den sidste sætning i hendes svar, at hun bevidst vurderer forudsætningerne for den 
model, hun har opstillet.  
Opgave 5 minder om opgave 5 i detektionstesten, men er igen noget vanskeligere. Her er angivet et billede 
af gymnasiets lærergruppe i Athen foran Parthenon. Eleverne får at vide, at der er 8 søjler på den ene led 
og 17 søjler på den anden led, og skal så vurdere templets længde. Der er rigtigt mange kompetencer på 
spil her, men for os var elevernes evne til at opstille en relevant model den vigtigste. Mette skriver: 
Ud fra billedet vil jeg anslå, at der er ca. 3 meter mellem hver søjle. Det oplyses, at der er 17 søjler. Dvs. at 
der er 15 ”mellemrum” på de 3 meter – dvs. 45 meter. Oveni dette skal medregnes søjlernes bredde, som 
jeg vil anslå til at være 1 meter. Dvs. at der skal tilføjes 17 meter til de 45. Dette betyder, at templet er 62 
meter langt.   
 
Når man ser på billedet, er det tydeligt, at der ikke er tre gange så langt mellem hver søjle som søjlernes 
bredte. Derudover laver Mette her en fejl i antallet af mellemrum. De øvrige opgaver i den afsluttende test 
indeholdt alle en systematisering med udgangspunkt i en situation beskrevet i tekst. Denne opgaves 
systematisering byggede derimod på en visuel forståelse for forholdet mellem forskellige proportioner. Det 
er tydeligt, at dette fortsat er svært for Mette.  
 
I den efterfølgende samtale spurgte Jesper, hvorfor hun mente der var 3 m. mellem hver søjle; Mette 
svarede: 
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Mette: Jeg prøvede at vurdere det ud fra de andre ting på billedet, men det er svært.  
Mette tager altså ikke udgangspunkt i hendes vurdering af at søjlerne er ca. 1 m. 
brede, og derfor bliver hendes vurdering meget usikker (på figuren til højre ses at 
afstanden mellem søjlerne højest er den dobbelt af søjlebreden).    
Adspurgt om hvorfor hun har skrevet, at der er 15 mellemrum mellem 17 søjler, 
siger hun: 
Mette: Ja der er fordi jeg tænkte, at de to yderest søjler ikke giver et mellemrum, og 
jeg skulle jo finde længden af dem. Altså fra den første søjle til den sidste på 
langsiden - og så ville jeg have hvor tykke søjlerne var og hvor langt der var mellem søjlerne. 
Jesper: Så hvis jeg har fem fingre, så er der 1,2,3,4 mellemrum 
Mette: Ja, så er der måske 16 mellemrum 
Mette var hurtig til at opdage sin misforståelse, da den blev udpeget, men det er alligevel tydeligt, at Mette 
fortsat har problemer med forholdet mellem visuelle proportioner. 
Derimod har Mette en god evne til at vurdere om hendes modelresultat er fornuftigt. Hendes vurdering er 
baseret på faktiske afstande som hun kender: 
Jesper: Vil du vurdere at 45 m er realistisk? 
Mette: 45 m er rigtigt meget, men det var også store bygningsværker de lavede. 
Jesper: Hvor langt er 45 m? 
Mette: Jeg tænker tit i flagstænger. Jeg ved at vores flagstang et 12 m, så det er fire flagstænger. 
Her giver Mette udtryk for, at hun formår at vurdere resultatet af modelberegningen med noget, hun kan 
relatere til, nemlig længden af hendes families flagstang. Jeg tror ikke, at Mette inden forløbet overhoved 
var kommet i tanke om, at hendes fornemmelse for længder var relevant i matematik.  
Opgave 6 minder om opgave 8 i detektionstesten, men kræver at eleverne kan koble informationen i en 
tekst og et menukort på et pizzarestaurant. Der er 10 mennesker, der skal have pizza, det skal være billigt, 
men de gider ikke have samme pizza alle sammen. Mette skriver: 
Ved dette pizzeria er der til 3 personer i en familiepizza. Det er mest økonomisk at købe familiepizza, og 
derfor skal de købe 3 familiepizzaer og en almindelig pizza. De skal vælge en familiepizza Margherita (nr. 1) 
til 85 kroner og en familiepizza Vesovio (nr. 2) til 98 kroner samt familiepizza Capricciosa (nr.3), som koster 
115 (der er tilbud på denne – det står i det gule felt øverst). Der de nu har 3 forskellige pizza kan de 
passende købe en almindelig margherita til 45 kroner (det er den billigste pizza). Dette giver tilsammen 343 
for dem alle sammen.   
Mette løser opgaven fint, hun demonstrer her, at hun evner at koble menuens informationer med 
opgavens krav. Hun indser, at dette er en optimeringsopgave, og hun evner at finde de relevante 
informationer i menukortet. De informationer hun har brug for, findes ikke i nogen systematiseret form på 
menukortet, men Mette evner at finde alle relevante informationer. Dette er nok den mest komplekse 
opgave i testen, men Mette løser den uden problemer.  
Opgave 7 lyder: 
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Kursen på Novo aktier er vokset med 7% hvert kvartal de sidste to år. Tegn en graf der illustrerer 
udviklingen? Brug grafen til at konkludere den gennemsnitlige stigning pr. måned de sidste to år. 
Argumenter for dine valg 
Her skulle eleverne opstille en model på baggrund af informationerne i en tekst, fremstille en graf der 
illustrerede modellen og drage en konklusion på bagrund af modellen. Det som gør opgave vanskelig og 
uvant er det aspekt, at kursstigningen ikke angives pr. måned, men det er det, der spørges efter. Mette 
tegner grafen for 𝑓(𝑥) = 1.07𝑥 fra 0 til 1.5. Hun skriver at x angiver antallet af kvartaler. Det er 
umiddelbart vanskeligt at se, hvorfor hun vælger dette interval, men i den efterfølgende samtale forklarer 
hen: 
Jesper: Hvorfor vælger du intervallet fra 0 til 1.5? 
Mette: Jeg tror det havde noget at gøre 
med at det er kvartaler, det var fordi jeg 
gerne ville have Maple til at tegne tre 
streger. Det havde ikke noget at gøre 
med, at jeg ville afgrænse det, jeg ville 
bare tegne det.  
Mette benytter derefter grafen til at 
bestemme den månedlige stigning. Hun 
siger, at man skal gå 0.3 ud af x-aksen, 
fordi der er tre måneder på et kvartal. I 
den efterfølgende samtale forklarer hun 
dette således: 
Mette: Ja det er jo også lidt noget vrøvl, 
for der er jo 12 måneder på et år. Jeg 
tænkte at x det er et år ikk’, og så passer det ikke med 0.3 men det jeg egentligt ville var at have en 
fjerdedel - det er lidt en sjuskefejl 
Mette har her ikke helt styr på at tolke den graf, hun selv har tegnet. Hun kunne have tegnet en graf for 
𝑓(𝑥) = 1.07𝑥 i intervallet fra 0 til 8 (fordi aktien stiger med 7% pr. kvartal i to år), og vurderet den 
gennemsnitlige rente pr. måned derudfra. Fra sit kendskab til Mette ved Jesper, at hun rent matematiske 
fint ville være i stand til dette, men hun kan ikke overskue denne ret komplicerede matematisering.  
Overordnet vurdering af Mettes besvarelse af den afsluttende evaluering 
I det afsluttende interview med Mette blev det klart, at hun havde opnået en realistisk selvindsigt i, hvad 
der for hende var vanskeligt ved modellering. Hendes vanskeligheder lå i systematiserings og 
matematiseringsfasen - det at koble observationer til en matematisk repræsentation gennem en proces, 
der ofte indebar en idealisering gennem en bortkastning af informationer. I opgaven med kurven over 
kaffetemperaturen sagde Mette for eksempel: 
Mette: Man skulle ligesom sætte virkeligheden sammen med dataene, man kan se her (Mette pegede på 
grafen hvor punkterne aftager kraftigt) at man har kommet mælken i 
og i hendes omtale af livredderopgaven fortalte hun, at hendes største udfordringer ved opgaven var, at 
hun ikke kunne løse opgaven fuldstændigt i første omgang 
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Mette: … det svære var ligesom, at man lige skulle ind i det. Man skulle gå fra virkeligheden ind i en 
matematik, og så måtte man tage nogle faktorer væk, eller sådan for at det kunne lade sig gøre.  
Endelig kom det frem i hendes omtale af den afsluttende opgave i interventionsforløbet (den med mælken 
der kom i kaffen), at hun havde opnået en god fornemmelse for, at modelleringscyklussen netop var en 
cirkelproces og at en progression i modeller gennem flere gennemløb kunne være nødvendig: 
Mette: Det var spændende at den lineære model gav, at man skulle komme mælken i til sidst, mens den 
anden, som vi lavede (dette var en eksponentiel model) og som de andre lavede bagefter, fandt man ud af 
at den skulle i først, eller også var det omvendt. Det var lidt sjovt, men den lineære passede ikke helt så godt 
som den anden, og så var det vildt at det gav den forskel.  
Jesper: Når nu den ene model siger det ene, og den anden siger noget andet, er det så ligegyldigt, eller 
hvordan kan man vide hvad der er det rigtige, er det overhoved gavnligt at lave en sådan model? 
Mette: Det kan det jo være så man kan videreudvikle det, så kan man måske lave en model der er endnu 
bedre, og så når man måske frem til den rigtige. Det er jo sjovt at vi fik tre forskellige resultater, men der var 
jo nogle der passede bedre end andre.  
Jesper: Og hvordan vurderer du hvilken en der passer bedst? 
Mette: Ja vi lavede jo en regression og kunne se på forklaringsgraden.  
Mette viser her, at hun ikke tror, at alle modeller er lige gode, og at en vurdering er vigtig. Hun benytter her 
en vurdering baseret på forklaringsgraden, hvilket er interessant. Mette vurderer de forskellig modeller 
med udgangspunkt i en matematisk metode, som hun er tryk ved. Hvis hun efter forløbet havde udviklet en 
dybere forståelse for modellering, kunne hun måske have argumenteret med udgangspunkt i 
modelbetragtninger, nemlig at en lineær model ville forudsætte at afkølingen fortsatte til langt under 
stuetemperatur. I forbindelse med Mettes omtale af opgaven om templet på Akropolis viser hun dog, at 
hendes evne til at vurdere modelresultater i forbindelse med fysiske længder ikke er baseret på et 
matematisk begreb men derimod på længden af hendes families flagstang. Hun viser således, at hun både 
er i stand til at benytte specifikke matematiske metoder, samt en kobling til den fysiske virkelighed hun 
kender, i forbindelse med vurderinger af modelresultater.  
Det eneste sted, hvor Mette viser visse udfordringer i forbindelse med modellering, er i opgaven med Novo 
aktien. I denne vanskelige vurdering af modelresultatet på baggrund af en graf, når hun sin grænse. Hun 
viser, at hun ikke er i stand til at oversætte fra teksten til grafen og derefter tolke grafen korrekt.  
Mettes progression i forbindelse med forløbes kan opstilles således (de enkelte punkter svarer til de 
fokuspunkter som diagnosen af Mette pegede på): 
1.)  Systematisering og matematisering. Koblingen mellem situationen (beskrevet i teksten) og de 
relevante begreber som skal sætte i relation til hinanden.  
Efter forløber er Mette blevet meget bedre til at finde og sammenkoble de relevante begreber, 
som hun skal bruge i modellen. Det viste hun både i det afsluttende interview og i sin flotte 
besvarelse af alle opgaver i den afsluttende screening (på nær opgave 7).  
2.) Modelresultatet. I den indledende screening havde hun i opgaven med bilen, der pludseligt 
bremsede ned, vanskeligt ved at uddrage tidspunktet for nedbremsningen, men i f.eks. opgaven 
med mælken, der kom i kaffen viste Mette, at hun nu kunne uddrage selv modstridende resultater 
fra forskellige matematiske modeller af nedkølingsprocessen.  
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3.) Vurderingen og valideringen af modelresultatet. I de afsluttende interview viste Mette, at hun nu 
forstår vigtigheden af at vurdere modelresultater, og at disse kan vurderes f.eks. ved at se på, hvor 
godt en kurve passer på målepunkter. Selv om Mette i forbindelse med vurderingen af fysiske 
afstande inddragede andre fysiske genstande i hendes validering, tyder mange af hendes 
besvarelser i den afsluttende screening på, at hun har en tendens til at benytte matematiske 
metoder til validering. Med andre ord er der noget der tyder på, at Mettes evne til at koble den 
ekstra-matematiske verden og den matematiske verden stadig har visse mangler. Dette bliver 
tydeligt, når Mettes besvarelser af den afsluttende screening sammenholdes med Pers besvarelser. 
Per tænker ikke så matematisk som Mette, og hans vurderinger af modelresultaterne bygger altid 
på hans erfaring fra den ekstra-matematiske verden; på en mavefornemmelse for om resultatet nu 
også kan passe med hans erfaring uden for matematikundervisningen.   
Det var tydeligt, at Mettes kompetencer i den rent analytiske del af modelleringsarbejdet hjalp hende 
meget, men hun viste også tydeligt, at hun nu var i stand til at overskue systematiseringen på en meget 
mere kvalificeret måde, end hun gav udtryk for i forbindelse med den indledende screening og den 
efterfølgende samtale. Mette har lært meget i forbindelse med forløbet, og i dag kan hun meget bedre 
forholde sig til (og er tryk ved) modellering. Fra at være en elev med en svagere modelleringskompetence, 
men mange andre stærke matematiske kompetencer, har hun udviklet en forståelse for modellering, som 
når hele vejen rundt i modelleringscyklussen (og det er først når en elev mestre alle faser af 
modelleringscyklussen, at denne kompetence er opnået, se . f.eks. Højgaard (2010 p.  258) eller Blomhøj og 
Jensen (2003 p. 126). Forløbet viser, at det er muligt at undervise en elev i modellering, men også at det 
ikke kommer af sig selv; that models and modelling can in fact be taught effectively so as to be learnt by 
students at various levels, but this requires investments and efforts in terms both of careful and focused 
design and of teaching and learning environments and activities, and in terms of sufficient time for the 
activities designed to unfold (EMS 2012, p. 51).  
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Case fra IBC 
Spørgsmål vedr. matematikforestillinger (se bilag 7) og detektionstesten vedr. modellering (se bilag 14) blev 
også givet til et anden års hhx valgfagshold bestående af seksten elever. 
Det er et relativt lille valghold på seksten elever, der alle kommer fra den samme grundklasse. Der var en 
forhåndsforventning om at eleverne, der har valgt matematik på et højere niveau (der er i klassen både 
elever, der forventer at afslutte matematik på henholdsvis A- og B-niveau) end den obligatoriske C-niveau 
har interesse for matematik; men på holdet er der også elever, der har valgt faget ud fra 
forældres/vejleders instruktion om at matematik skal vælges, da det er adgangskrav for en del 
videregående uddannelser, hvilket ikke i sig selv er motiverende for disse elever til at ville lære sig 
matematik på et højere niveau. Overordnet er det dog et hold, hvor der er et fornuftig aktivitets niveau og 
interesse for at arbejde med faget og forstå matematik.  
Matematikforestillinger 
Der er fjorten af de seksten elever, der har svaret på spørgsmålene vedr. matematikforestillinger (se bilag 
7). Tretten elever er enten enige eller fuldstændig enige i at en opgave kun har et rigtigt svar, ligesom de 
mener at der er flere metoder til at komme frem til den ene løsning og hovedparten synes dette er rart, da 
det gør det let af forholde sig til. Det skal dog bemærkes, at hvor de skal skrive deres egne ønsker i b) og d) 
svare flere ikke i forhold til egne ønske da det for dem er fakta at der jo kun er en løsning og der er flere 
metoder.  
Mht. den matematik de oplever i undervisning er flertallet (79%) uenig/fuldstændig uenig i udsagnet om 
matematik i undervisningen lidt eller intet har med virkeligheden at gøre. De elever der svarer på g) (85%) 
udtrykker et ønske om at matematik skal have noget med virkeligheden at gøre, med uddybende 
kommentar som: ”når matematikken har en sammenhæng med den virkelige verden, giver det en bedre 
forståelse af matematik”. Det er altså vigtigt for klassen, som helhed at inddrage den virkelige verden. 
Sammenholdes det med svar på om, det skal begrænses, hvor meget viden der inddrages fra andre 
fagområde og hverdagen er der ikke et klart billede. Her er der kun fem der direkte er uenige, disse vil altså 
gerne have en del inddragelse af viden uden for matematikken inddraget for ”at få sammenhæng mellem 
tingene fremmer forståelsen”.  Seks ønsker begrænset, hvor af to angiver at matematik er et fag for sig og 
tre andre ønsker begrænset inddragelse med begrundelser som: ”hvis man ikke kan de andre fag kan man 
alligevel klare sig godt i matematik”. Her ud af kan man tolke at eleverne ikke anser virkeligheden i at være i 
de andre fag. Dette kan undre da der i hhx indgår en del erhvervsrettede fag. Hvis elevernes ønske om 
inddragelse af den virkelige verden skal forstås som deres dagligdag uden for undervisningen er der en klar 
modsætning mellem elevernes ønsker og den inddragelse af virkeligheden matematikbøger og læreren 
inddrager.  
Detektionstesten, 13 spørgsmål fra professoren. 
Holdet fik også detektionstesten vedr. modellering. Tina havde, grundet jobskifte, ikke megen kendskab til 
holdet, inden testen blev givet til eleverne. Det havde derfor ikke været muligt på forhånd at udpege 
elever, der muligvis ville have problemer med modellering. På C-niveau har der ikke være så meget fokus 
på den skriftlige kommunikations kompetence herunder at skifte mellem symbolsprog og naturlig 
skriftsprog, hvilket afspejles i detektionstesten, hvor klassens besvarelse generelt viser mangel på at 
dokumenter, hvilket gør det svært at se om det er specielle faser hvor det går godt/skidt.  
I modsætning til de to andre cases har de par elever, der har vist størst indsigt i matematik i undervisningen 
også blandt de elever, der opnår de høje/højeste points i detektionstesten. Eleven med den højeste score 
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har i undervisningen vist at have en god relationel matematikforståelse og sikre begrebsbilleder, som han 
også kan anvende i forbindelses med modellering. Overraskende var de tre med højest score drenge, 
hvoraf de to ikke tidligere havde vist specielt fagligt overskud, men de udtalte alle bagefter at det var en 
sjov test og den type opgaver ville de gerne have flere af.  Som det ses af boksplottet over resultatet fra 
testen er der stor variationsbredde.  
 
Da kendskabet til klassen som sagt var begrænset blev udvælgelses kriteriet den nedre kvartil, her var der 
to der havde fået en del færre point end resten. Disse to der skiller sig ud i de 13 spørgsmål - mener begge 
at matematikopgaver har kun et rigtig svar (ikke forskel til resten af klassen) - der hvor der er forskel er, at 
de mener opgaver kan løses inden for en halv time og så ønsker de at matematik ikke har så meget brug fra 
viden fra andre fag; den ene uddyber at man ikke skal kunne sænkes en karakter i matematik pga. 
manglende viden fra andre fag. Af disse to elever var der kun en der tøvende ville være med til en 
uddybende samtale, i det efterfølgende kaldet Camilla.  
Diagnosticering. 
I detektionstesten er Camillas besvarelse, den der har fået færrest point (12). Hovedparten af pointene 
hentes i spørgsmål 2 hvor mængden af salatdressing skal skaleres og spørgsmål 10 hvor teksten med en 
gyngetur skal matches til grafisk repræsentation. I det følgende er der først skrevet med kursiv elevens 
skriftlige besvarelse efterfulgt af en opsummering af samtalen, samt hvad der kan være på færde. 
Spørgsmål 1. Hans kan gå fra Roskilde Domkirke på 6 min. Grethe skal bruge 8 min. Hvor lang tid tager 
det, hvis de følges ad? 
Hvis vi antager at de begges går fra stationen til Domkirken er der umiddelbart to muligheder: 1) De går i 
Hans´s tempo så 6 min. 2) De går i Grethes tempo så 8 min. 
Camilla angiver at hun var meget usikker på spørgsmålet, tænkte at det måske var et trick spørgsmål Der 
står f.eks. ikke direkte, at det er den samme strækning de går. Da Tina angiver at det ikke er et trick 
spørgsmål og beder Camilla nærlæse og overveje de ord der bruges, får Camilla fokus på ordene ”kan” og 
”skal” og svare at så må det tage 8 min.  
Første fokus på at der kan være tale om trick, kan ses som eleven tidligere har oplevet, at man ikke kan 
tage for givet hvad opgaverne går ud på, måske en forestilling om at i matematik kan man ikke tage 
opgaven for troende? Der er i hvert fald som Niss påpeger i kommentar til detektionstesten, problemer 
med at afkode opgaven. 
Spørgsmål 2. Hvor mange ml salatolie skal du bruge for at lave 150 ml. Dressing (kendt indhold for 100 
ml.) 
Man skal bruge 90 ml da man skal bruge en halv gange mere for at lave 150 ml. salatdressing.  
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I samtalen fremgår det at Camilla ingen problemer ser i denne opgave, det er en kendt hverdags situation 
at en opskrift skal skaleres. Der er ingen tanker om at dette kan opstilles som en matematisk model, med 
efterfølgende løsning af ligning el.lign. Det er klart hun trækker fra sin hverdagserfaring.  
Spørgsmål 4. På en bestem skole er der 6 gange så mange elever som lærere. Opskriv en formel der 
udtrykker sammenhæng mellem antallet, E, af elever og antallet, L, af lærere. 
f(x)=   (Camilla har i testen visket det ud hun havde været i gang med at skrive) 
Hun var blevet i tvivl om hvad hun egentlige skulle og havde derfor ikke besvaret opgaven. Da hun får at 
vide at det er rigtigt at der skal laves en forskrift, opstiller hun hurtigt den korrekt sammenhæng, dog med 
brug af egne betegnelser for de to variable, Camilla viser dermed at hun kan udføre matematisering. 
Præmatematisering er givet i opgaveteksten, men der kan her være tegn på problemer med 
præmatematisering i form af at finde ud af hvad går opgaven ud på.  
Spørgsmål 5. Se på billedet. Hvor høj er den forreste bygning:  
Bygningen er 4 etager høj.  
Hun havde slet ikke overvejet, at der kunne indgå beregninger/matematik i opgaven. Hun forklare så, at 
man kunne lave beregninger ud fra mandens højde, men det er ikke helt rigtigt for der er problemer med 
perspektivet. Camilla stopper her sig selv, da hun ikke synes de givne oplysninger er gode nok. Et problem i 
præmatematisering med at acceptere forsimplede antagelser, som Galbraith og Stilman (2006) angiver som 
en snublesten.  
Spørgsmål 8. Pizzaria… Den mindste har en diameter på 30 cm og koster 30 kr. Den største har en 
diameter på 40 cm og koster 40 kr. Hvilken pizza giver mest for pengene? 
Man får lige meget for pengene 1 kr. pr. cm. Det afgørende er hvor sulten man er.   
Efter Tina spørger ind til det med 1 kr. pr. cm forklarer Camilla at målt med radier 
bliver det samme prisen. Hun bliver så spurgt om at indtegne det og får så tegnet 
diameteren. Efter yderligere spørgen ind til størrelser af pizza stykker, kommer 
Camilla frem til at man jo ikke får relativt lige meget ved skære i pizza,- der skal areal mål 
til. Dette går op for hende, da hun får tegnet et tilnærmet rektangulært snit igennem med en bredde på 1 
cm – og så får man ikke den samme mængde pizza pr cm. Der gøres ikke mere for at komme frem til den 
korrekt måde at beregne pris/areal, da dette er matematik der nok ikke er brugt siden folkeskolen, da 
geometri ikke er en del af kernestoffet på hhx. Der er her problem med selve matematisering. Interviewer 
indikere dog også at hun ikke havde overvejet at opstille en sammenhæng mellem pris og en anden 
variabel. Igen har hun ikke tænkt så meget over, at der kunne indgå matematik, det var mere det med 
sulten der var relevant for hvilken pizza man ville vælge; igen begrundet i hendes hverdags erfaring . 
Spørgsmål 11, der også indgår geometri var Camillas svar at terninger bliver ca. 10 gange større. Derfor 
øges vægten også 10 gange så meget. Altså ca. 48 g. I interviewet bliver hun i tvivl om baggrunden for 
svaret. Vælger selv at tegne og kommer frem til 8 i stedet. Opgiver at komme frem til det endelig resultat, 
da hun ikke er så god til hovedregning. Her er hun altså ikke i tvivl om sammenhængen. 
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Spørgsmål 12 har Camilla opgivet at svare på da, der er alt for meget tekst (omhandlende sammenhæng 
mellem hjertefrekvens og alder). Hun siget at det er alt der virker for uoverskueligt. Pga. tidspres kommer vi 
ikke længere med dette i interviewet. Men Camilla vil meget gerne fortælle om spørgsmål 13. 
 I spørgsmål 13 skal der ud fra en graf fortolkes hvornår Kelly bremser op for en kat.  
Kelly bremser op kl. 9.12 da vi antager at hun bremser så hårdt at hun holder helt stille. Dog tager det 
hende 1 min. fra hun begynder at bremse til hun er helt stoppet. 
Camilla har her i hendes skriftlige besvarelse været tydelig i hendes antagelse og medtager validering af 
resultatet, da vi fortolker hendes sidste sætning som Camilla selv overvejer at der kan være noget galt, når 
det tager 1 min. at bremse. Camilla fortæller at spørgsmålet har været svært fordi hun ikke selv havde 
kørekort. Har overvejet at Kelly stopper ved 9:06 (som er det korrekt tidspunkt), men tænker at hvis hård 
opbremsning så vil bilen stoppe helt. Camilla bliver ved med at understrege sin tvivl pga. manglende 
kendskab til at køre bil, men synes også det er en langsom opbremsning til sidst, men måtte være der hvor 
katten kommer.  
Camilla har her klar fokus på validering af svaret, men manglende erfaring forhindre hende i at komme 
frem til det korrekte. Selve afmatematisering er altså ikke problemet her, Camilla kan sagtens oversætte fra 
grafen til verden uden for matematikken. 
Opsamling af diagnosticering 
Detektionstesten, sammenholdt med skriftlig aflevering fra Camilla kan tyde på, at der er problemer med at 
afkode hvad opgaverne går ud på. Dette kunne være tegn på problemer med præmatematisering, altså at 
få identificeret hvad der egentligt spørges om. Dette er dog ikke kun et problem der er i matematik, andre 
lærere har også oplevet at Camilla har lavet mindre gode afleveringer pga. misforståelse af selve opgaven.  
I forhold til matematisering er det ikke selve matematisering, der ser ud til at give problemer jf. svar på 
flere af spørgsmålene i interviewet, f.eks. spørgsmål 4 om forholdet mellem elever og lærer, hvor hun let 
kan skifte registre og opstille matematisk model, da hun får bekræftet det er der skal gøres. Det der her er 
hendes udfordring er det at få en ide om at der skal anvendes matematik til at løse opgaverne. En af de 
kompetencer som Maass (2006) pointer der er ud over selve trinene i modelleringsprocessen. Kan også 
beskrives med at hun ikke formår at foretage iværksat foregribelse jf. Niss (2010).  
Hverdags viden er det hun automatisk anvender ved besvarelsen af en del opgaverne, dette både hjælper 
og forhindre hende i at løse opgaverne. Det er den sunde fornuft jf. Freudenthal (1991). 
Matematikforestillinger kan også stå i vejen her: det er ikke sådan opgaver hvor der skal anvendes 
matematik ser ud. Som hun skriver ”... der er det som er fedt ved mat(-ematik) at det ikke er som en dansk 
billedanalyse. I matematik giver 2+2 altid 4”. 
 
Præ-intervention  
Introduktion til modelleringscyklussen 
Inden ydereligere diagnosticering og beslutning om intervention, blev der i matematikundervisningen sat 
fokus på hvad modellering indebær i matematik.  Eleverne blev introduceres til modellerings cyklussen se 
Matematikvejler, RUC, 2015 
3. semester projekt 
 
49 
 
bilag 13 (hænger permanent i lokalet nu, hvor der ofte relateres til den). Dette vælges af flere årsager: 1) 
modellering nævnes ofte i bekendtgørelsen og det nævnes i undervisningen, men det er ikke tidligere 
blevet præciseret, hvad der menes med begrebet, så der skal altså skabes en fælles reference ramme. 2) I 
elevernes skriftlige afleveringer havde der vist sig at mange ikke fik afmatematisering og valideret hvor 
relevant. Ved at italesætte med modelleringscyklussen at afmatematisering og validering er en del af at 
arbejde med matematik var der en forventning om at eleverne vil blive mere opmærksomme på (og for 
nogle acceptere) at dette skal med når opgaver besvares. 3) Kendskab til modellerings cyklussen skulle 
være fundament for et interventionsforløb. I litteraturen er der flere referencer på at dette er 
hensigtsmæssigt, Højgaard (2010) angiver at det er vigtigt at eleverne er bevidste om hvilken fase de 
arbejder med, ligesom Maass (2006) angiver at en vigtig kompetence er at kunne metakommunikere om 
modelleringsprocessen. 
Modellens faser blev introduceret ud fra et konkret taxa eksempel, med kraftig inspiration fra Niss (2015) 
som passer med det første eksempel, der er i elevernes matematikbogen vedr. lineær funktioner. Dernæst 
skulle eleverne i mindre grupper diskutere, hvilke faser et par af opgaverne fra detektionstesten 
involverede.  
 
Sporskift for vejledningen 
Efter interviewet og øvelse med modellering var der en længere periode, hvor eleverne ikke havde 
matematik bl.a. pga. af en lidt længere studietur. Da det var tid til at komme tilbage til undervisningen 
fremgik det på et møde med klassens lærere, at stamklassen, som alle fra valgholdet kommer fra, var 
fragmenteret og der er en del sårbare piger, så kulturen i klassen gør at mange af pigerne er bange for at 
stå ud – så det var ikke muligt at arbejde med dette med disse piger eksplicit. Samtidig blev der sat fokus på 
at forsøge på at få to elever (Peter og Simon) til at blive studieaktive i matematik. De havde begge i løbet af 
foråret (mens de have matematik på C-niveau) indset at det var et forkert valg at løfte matematik til B-
niveau, men på det tidspunkt var det ikke muligt at vælge om. Tina indgik i samarbejde med 
studievejlederen, som tog sig af de rent studiemæssige konsekvenser, herunder de alvorlige samtaler og 
krav om deltagelse lektiecafé for at få lavet de skriftlige opgaver. Underviseren skal så kun forholde sig til 
undervisningen i klasserummet. I en samtalemed Tina angiver den ene, Peter, at hans faglige niveau i 
matematik er så dårlig, at han selv mener at han vil have behov for alt for meget hjælp og på så lavt et 
niveau, at han ikke vil være bekendt at tage lærerens tid. Der skal altså arbejdes med den didaktiske 
kontrakt.  
Derudover skal opstarten i det nye kernestof, differentialregning, introduceres så begge elever får en tro på 
at de reelt kan være med. Peter har ikke lavet detektionstesten eller afleveret skriftlige opgaver i 
matematik, men er fagligt på et middel niveau i andre fag. Der vælges derfor at matematikken skal tage 
udgangspunkt i eksempler fra fagene virksomheds- og internationaløkonomi og afsætning. Modellering skal 
bruges til at lære det nye kernestof; modellering er dermed ikke målet, men et middel, Niss et al. (2007). En 
tilgang der også er inspireret af empirisk abstraktion, hvor kendte begreber fra situationer uden for 
matematik, bruges til at danne nye matematiske begreber, Mitchelmore og White (2004). I klassen skal det 
gennemføres som lærerstyret dialog baseret undervisning.  
Camilla er ikke helt glemt, men der tænkes at tilgangen med modellering med inddragelse af eksempler 
uden for matematikken kan fungere som hjælp til at foretage iværksat foregribelse, hvor holdet senere i 
forløbet selv skal arbejde med tilsvarende simple modelleringsopgaver inden for differentialregningen. Det 
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kan dog ikke forventes, at dette vil gøre Camilla til en god modellør jf. EMS (2012) ved at bruge simple 
stereotype eksempler. 
Denne case bliver således også et eksempel på, hvordan vi som matematikvejledere (og undervisere) må 
forholde os til de konkrete omstændigheder og være fleksible i vores planlægning. Udgangspunktet for 
arbejdet på IBC var at hjælpe en elev med problemer inden for modelleringskompetensen, men ændrede 
sig til at der skal være fokus på at fastholde to andre elever og få ændret på deres egen forestilling om 
faglig formåen i matematik, med det mål at de kan bestå matematik på B-niveau. Modellering er ikke 
glemt, men får nu en rolle som vejen til at lære matematik. 
Intervention 
Skabe behov for nyt matematik 
Forløbet, der i det efterfølgende er beskrevet overordnet, tog ca. 11 lektioner af 45 min.   
Som optakt til det nye kernestof skulle eleverne i grupper konkurrere mod hinanden med 
arbejde med følgende opgave:  
Som et led i et marketings gimmick, skal der laves en cola-dåse der kan indeholde 
0,6 liter. Omkostninger skal holdes nede. I skal lave en prototype i papir og medtage 
dokumentation for at den kan indeholde 0,6 liter.  
Hovedformålet med modelleringsopgaven var at skabe en situation, hvor der opstår et behov for at få flere 
redskaber i den matematiske værkstøjskasse til problemløsning. Det var også en opgave, hvor alle elever i 
princippet havde lige forudsætninger for at komme frem til en løsning. 
Inden grupperne skiltes fandt de ud af, at opgaven ikke gik ud på at beregne konkrete omkostninger, men 
at få lavet en model, med så lidt materiale som muligt. I første omgang kommer ingen af grupperne frem til 
en løsning. To af grupperne, hvor de to faglig dygtigste var med, var fokuseret på at det drejede sig om at 
optimere og så sad de fast i at der skulle bruges lineær programmering. Der gribes til 
problemløsningsmetode uden at foretage matematisering først, og dette stopper processen. Selv da Tina 
angiver, at hun kunne have stillet dem opgaven inden gennemgang af LP, kan de ikke slippe denne 
tankegang. Andre opgav at finde ud af hvordan overflade areal og rumfang kunne udregnes. Samlet igen 
fandt klassen frem til hvilke geometriske figur overfladen består af; her var Peter, den der var mest på 
banen.  
Ved næste samling havde 3 ud af 4 grupper en løsning med, hvor to var baseret på afprøvning af tre 
forskellige højder og så valgt den med mindst overfladeareal. Den sidste løsning var til dels baseret på en 
intuitiv fornemmelse af forholdet mellem diameter og højden baseret på en kasses overfladeareal. 
Gruppen med Peter var ikke kommet frem til en løsning, men mens de andre grupper præsenterede deres 
løsning, fandt han ved afprøvning frem til den optimale løsning. Det blev noteret at Camilla var forvirret i 
starten og ikke kunne se hvordan opgaven skulle angribes, hvilket segmenter tidligere antagelse om hendes 
udfordringer.  Det var ikke muligt at følge Simons involvering i opgaven.   
 
Introduktion af nye matematiske begreber ud fra kendte begreber i andre fag. 
Næste trin var at få begreber som tangent, sekant, tangentens hældning, væksthastighed deres indbyrdes 
sammenhæng repeteret og introduceret. Med udgangspunkt i principperne i empirisk abstraktion blev 
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disse begreber diskuteret i forhold til PLC-kurven1, hvor der også indgik, hvorfor det kan være relevant at 
vide, om der er tale om progressiv eller degressiv vækst.  De matematiske begreber bliver hægtet på kendt 
viden. Lidt uventet havde flere ikke et klart begrebsbillede af tangent, her var det godt at have et kendskab 
til, at i folkeskolens afgangsprøve indgår tangenter sammen med cirkler. Samtale med studievejeleder 
og/eller tilgangen i undervisningen har en effekt på Simon og Peter, de ser ud til at følge med og kommer 
med mindre input 
Begreberne differenskvotient og differentialkvotient, blev introduceret i et par lektioner med titlen ”Fra 
DOMK til GROMK2 –en vej ind i differentialregning”.  Undervisningen tager dermed udgangspunkt i det, der 
svare til de modellerings eksempler matematikbogen afslutter med i differentialregning. 
Differentialregningen skal dermed læres ved at løse en modelleringsopgave fra Virksomhedsøkonomi (Vø), 
hvor Peter har en relativ god faglig fundament, jf. Vø-læreren.  
Opgaven er, at vi skal finde omkostninger ved at producere en mere, ud fra kendte talpar (produktion, 
omkostninger). Oplægget veksler mellem læreroplæg og input fra eleverne om hvordan opgaven kan 
angribes. Parallelt med at opgaven løses med begreber fra virksomhedsøkonomi introduceres de 
tilsvarende begrebers matematiske betegnelser. Undervejs skal eleverne f.eks. udregne DOMK i ti givne 
intervaller, dette er beregninger som Simon og Peter sagtens kan udføre og også gør. I starten er Peter helt 
faldet fra igen, men da han ser Simons aktivitet, indgår han også i den fælles modellering. Via regression er 
det muligt at regne på mindre intervaller til vi får fat GROMK. De beregnede værdier for DOMK og GROMK 
plottes senere i et koordinatsystem, hvor holdet kan konkludere, at det ser ud til at afbillede en 
andengradspolynomium. Dette bruges så til at introducere begrebet: den afledede funktion.  Efter dette 
arbejdes der kort med regnereglerne, hvilket også er øvelser Simon og Peter kan og vil deltage i. 
 
Ved en opsamling af de nye begreber, er der et par elever, der synes det svært at få det hele til at hænge 
sammen, de har brug helt at få se det i anvendelse igen. Interessant, som ny hhx-lærer, er at eleverne 
fremhæver, at det gerne må være opgave ligesom dåse, det behøver ikke at være virksomhedsrelateret. 
Det bliver så her oplagt at anvende den samme opgave som på Rosborg:  
Landmanden skal have indhegnet grise og høns – han vil gerne give dem god plads, men han 
har begrænset mængde hegn, 500m – hvordan skal han sætte hegnet op?  
På Rosborg anvendes CAS til at finde ekstrema, men her anvendes differentialregning. Eleverne 
accepterede dette, selvom flere angav at vi kunne anvende toppunktsformlen for en 
andengradspolynomium -  ingen af eleverne kan dog huske formelen, men alle kan nu differentiere 
polynomiet.  
Eleverne kan abstrahere fra den konkrete opgave, og indser at vi ikke altid kan vide om det er maksimum 
eller minimum, der er fundet, når differentialkvotienten er nul. Det er umiddelbart klart for dem at 
validering kan ske ved at se på, om funktionen vokser eller aftager før og efter den vandrette tangent. Via 
                                                          
1 PLC står for Product Life Cycle. Kurven viser udviklingen i salget af et produkt inddelt i fire faser, 
hvor det interessant her er at kunne identificer, hvornår et produkt går fra vækst til 
modningsfasen. Modellen indgår i faget Afsætning (marketing). 
2 DOMK er differensomkostninger, dvs. hvor meget omkostninger ændrer sig pr enhed i et 
interval. GROM er grænseomkostninger, hvilket angiver omkostninger ved at producere en mere 
for et givet antal. 
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denne modelleringsopgave blev differentialregning og fastlæggelse af monotoniforhold koblet sammen på 
en relevant og for eleverne brugbar måde. Desværre deltager hverken Simon (syg) eller Peter, der vælger at 
blive væk fra de sene lektioner fredag eftermiddag. De efterfølgende lektioner arbejde eleverne med 
tilsvarende opgaver som på Rosborg se bilag 3, samt regneopgaver med relation til virksomhedsøkonomi. 
Formålet er stadig at bruge modellering til at træne i kernestoffet differentialregning. Peter og Simon 
forsøger at være med, men pga. fravær fra forrige lektion har de svært ved at følge med. Her burde 
matematikvejlederen have været på banen, men flere grupper har brug for hjælp på samme tid, så der er 
ikke muligt at bruge ekstra tid på de to, som der burde. Dette skal der samles op på i de kommende 
lektioner. 
Evaluering af forløbet 
Det lykkes at lave en opstart, hvor Peter og Simon umiddelbart kunne være aktivt med i undervisningen, 
men da de vælger ikke at være tilstede i alle lektioner, kan der ikke entydigt konkluderes at forsøget på at 
få brudt den didaktiske kontrakt og få de to tilbage på det faglige spor i matematik lykkes. Det bør 
selvfølgelig ikke overraske, at det ikke er muligt at flytte eleverne, hvis de ikke selv vil. Simon forsøger dog 
mere at følge med og være aktiv. Han har også fået lavet lidt i afleveringsopgaver. Adspurgt om hvorfor han 
ikke har benyttet lektie-cafeen til at få hjælp til disse, svarer han at læreren(Tina) skal se hvor han reelt står 
fagligt; og hvis han fik hjælp vil det jo ikke vise hvad han kan - der er her en diskurs mellem hvad vi lærere 
ønsker af eleven og hvad han tror, er det rigtige. I relation til karakterer er Peter og Simon mundtligt blevet 
vurderet til henholdsvis 00 og 02, hvilket er en karakter højere end inden forløbet. Inden for 
differentialregning er Simon på et højere fagligt niveau, men at dette skyldes brugen af modellering som 
middel til at lære ny matematik kan i sagens natur ikke påvises. 
Det har i forløbet ikke været muligt for Tina også at have specielt fokus på Camilla. Hun har været aktiv og 
deltagende som resten af holdet. Men da en del er foregået i klasserumsdialog og gruppearbejde har det 
ikke været muligt at understøtte hende specielt i problemer med præmatematisering og understøtte 
udviklingen af iværksat foregribelse. Der har været et konkret eksempel i forløbet, hvor Tina iagttog, at 
Camilla først var helt fortabt i gruppearbejdet, men da det fra lærerens side blev påpeget at det ikke var 
helt de samme forudsætninger i denne opgave som i den foregående opgave, fik gruppen fokus på de givne 
præmisser og Camilla var igen på banen med at indføre passende variable og opstille den matematiske 
model. 
Det må for Tinas vedkommende, der i dette semester for første gang forsøgte sig udelukkende med 
klasserumsintervention, konkluderes at dette ikke virker som en hensigtsmæssige metode for intervention, 
hvor der f.eks. skal ændres på en elevs begrebsbillede. Ét er at tilrettelægge undervisning med konkrete 
elevers problemer som udgangspunkt eller med socio-matematiske normer; et andet er at sikre 
intervention, hvor enkelte elever understøttes og vejledes tilstrækkelig, samtidig med at mange andre 
elever har brug for faglig sparring med læreren. 
Forløbet er interessant som en anden didaktisk tilgang til undervisningen, hvor nyt kernestof læres via 
modellering. Klassen har som helhed ytret tilfredshed med denne tilgang og flere udtalte i sidste lektion, at 
metoderne var nemmere at forstå, fordi anvendelse var blevet så tydelig. I det perspektiv har det været et 
godt forløb, men i matematikvejleders perspektiv kan det ikke anses for at være et godt 
interventionsforløb, da der ingen belæg er for at patienten/patienterne har fået det bedre på mht. 
oprindelige fokus punkter. Det forventes dog at tilgangen senere kan anvendes, hvis vi som 
matematikvejlederen senere støder på elever, der har forkert/svagt begrebsbillede mht. 
differentialregning. 
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Samlet diskussion 
De tre cases, der er beskrevet i denne rapport, har i et vist omfang forskellige fokuspunkter. Dette er en 
naturlig konsekvens af, at der arbejdes med forskellige elever. På den anden side er der også en 
fællesmængde for de tre cases. Vi vil her diskutere sammenhængen mellem de tre cases og påpege 
forskelle og ligheder.  
De tre hold, der har besvaret detektionstesten, kan helt konkret sammenlignes på deres pointtal. Til en 
sammenligning af de tre hold har vi udregnet det gennemsnitlige antal point for besvarelser i relation til 
modelleringscyklussens faser. Til disse beregninger er der anvendt opdeling, som angivet i skemaet, efter 
M. Niss’ angivelse for indholdet i de enkelte delopgaver i detektionstesten: 13 spørgsmål fra professoren. I 
de fleste opgaver er der flere dele af modellerings cyklussen der indgår. Der er derfor både lavet en 
opdeling hvor den enkelte fase indgår og en opdeling hvor den enkelte fase er kernen i opgaven, de sidste 
er markeret med gult.  
Gult = 
hoved
fokus Præmatisering 
Matematiske domæne 
/matematisering 
Matematiske 
problemløsning 
Afmatematiser 
/fortolke Validering 
1 x     x   
2 x x x x   
3 x x x x   
4   x       
5 x x x x x 
6 x x x x   
7   x x x   
8 x x x x x 
9   x     x 
10 x x     x 
11 x x x x   
12     x x   
13 x     x   
 
Ved sammenligning af de tre hold skal der tages det forbehold, at det er tre forskellige personer, der har 
givet point. Det absolutte pointgennemsnit bør derfor ikke sammenlignes på tværs af de tre hold (f.eks. 
mht. matematisering). Da der ikke er lige mange opgaver inden for hver kategori, er usikkerhederne i nogle 
kategorier væsentligt større end i andre. Gennemsnittene fremgår af næste tabel. 
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 Opgaver hvor det indgår Opgaver hvor hovedsagen 
 Gennem-
snit, hhx 
2.g 
Gennem-
snit, stx 
3.g  
Gennem-
snit, stx 
2.g 
Gennem-
snit, hhx 
2.g 
Gennem-
snit, stx 
3.g 
Gennem-
snit, stx 
2.g 
Præmatematisering 2,5 3,9 3,2 2,3 4,2 3,7 
Matematisering 2,3 3,7 2,8 2,3 4,6 2,6 
Matematisk 
problemløsning 
2,1 3,6 2,6 1,9 3,4 2,5 
Afmatematisering 2,1 3,6 2,8 3,3 4,0 3,9 
Validering 2,4 3,6 3,2 2,9 3,7 3,6 
 
Med disse forbehold i mente kan der ses, at det trin i modelleringscyklussen, hvor alle tre hold klarer sig 
dårligst, er matematisk problemløsning. Derudover er billedet ret broget. Ser vi på opgaver, hvor 
præmatematisering indgår, er det den kategori, hvor alle tre hold har højest gennemsnit. Fokuserer vi 
derimod på den opgave, hvor præmatematiseringen er kernen, dykker eleverne fra hhx, hvorimod de to 
andre hold også klarer sig godt der. Overordnet klarer klassen fra Aarhus Statsgymnasium (AASG) sig bedre 
end de to andre klasser. Det kan der være mange årsager til, men en væsentlig årsag er formentlig, at 
eleverne på AASG er længere fremme i uddannelsesforløbet.  
På AASG arbejdede vi primært med eleven Mette. Mette er en 12-tals-elev, der dog i detektionstesten og 
det efterfølgende interview viste store udfordringer mht. såvel matematisering som afmatematisering. 
Mette nåede langt i interventionsforløbet. Dette kan skyldes hendes gode evne til hurtigt at sætte sig ind i 
nye problemstillinger og en åbenhed for at korrigere tidligere opfattelser. 
På RGH arbejdede vi med eleven Signe. Ligesom Mette er Signe en dygtig elev, men detektionstesten og 
diagnosticeringen viste, at hun havde problemer især inden for matematisering. Det korte 
interventionsforløb har ikke afhjulpet alle Signes problemer med modellering, men hun er blevet væsentligt 
bedre til matematisering. Det viser sig eksempelvis ved, at hun nu navngiver matematiske objekter og 
tegner figurer som led i matematiseringen.  
På IBC arbejdede vi med eleverne Camilla, Peter og Simon. Camilla måtte der stoppes med relativt tidligt i 
forløbet. Peter og Simon manglede troen på, at de kunne lære matematik, og derfor havde de meldt sig ud 
af undervisningen. Gennem arbejdet med modellering og empirisk abstraktion opnåede vi til en vis grad at 
inddrage begge elever i matematikundervisningen.  
En oplagt forskel på de tre cases er den rolle, som modelleringen spillede i undervisningen. På (AASG) og 
Rosborg Gymnasium og HF (RGH) var målet at lære modellering, mens modelleringen på IBC var et middel 
til at lære matematik. Dette knytter an til en skelnen, der ofte nævnes i litteraturen, og som også blev 
påpeget i rapportens indledning. Eksempelvis nævner Niss i et EMS Newsletter (2012), at der 
grundlæggende er to tilgange til matematisk modellering i undervisningen. Den ene kalder Niss 
”mathematics for applications, models and modelling” (s. 50), og ifølge denne tilgang er anvendelsen af 
matematik til modellering i sig selv en vigtig aktivitet. Undervisningen i matematik bør derfor understøtte 
elevernes evne til at indgå i modelleringsaktiviteter, og det var især denne tilgang, der lå til grund for 
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interventionen på AASG og RGH. Den anden tilgang kalder Niss ”applications, models and modelling for the 
learning of mathematics” (s. 50). Ifølge denne tilgang kan man med fordel basere matematiklæring på 
modelleringsaktiviteter. Modellering kan være med til at motivere nogle elever og understøtte deres 
begrebsdannelse. Dette var netop baggrunden for interventionsforløbet på IBC, hvor to elever med ringe 
motivation var fokus for interventionsforløbet. Som Niss påpeger, er de to tilgange til modellering nok 
forskellige, men den ene udelukker ikke nødvendigvis den anden. I denne rapport har vi beskrevet, hvordan 
de to tilgange kan bringes i spil i undervisning og vejledning.  
Fælles for de tre interventionsforløb har været, at der var et stærkt fokus på den metakognitive bevidsthed 
om modelleringscyklussen. Vi erfarede, at viden om modelleringscyklussen gav eleverne en struktur, som 
hjalp dem i konkrete modelleringsaktiviteter. Det gav dem et grundlag for at skue både fremad og bagud i 
modelleringsprocessen og for at dele den overordnede proces op i overkommelige delprocesser. Derudover 
erfarede vi, at kendskab til delprocesserne kunne fungere som fundament for iværksat foregribelse.  
I interventionsforløbene blev der anvendt forskellige typer af opgaver, hvoraf nogle inviterede til en større 
grad af modellering end andre. Opgaven med mælk i kaffen var et eksempel på en ret åben opgave. Det 
samme kan siges om opgaven med Storebæltsbroen. I modsætning hertil var de indledende opgaver i 
forløbet på RGH ret lukkede. Det kan især for de lukkede opgaver diskuteres, om man kan kalde dem 
”rigtige modelleringsopgaver”. Højgaard (2010) er én blandt mange forskere, der argumenterer for, at 
modelleringskompetence kun udvikles gennem arbejdet med åbne, ustrukturerede (”messy”) 
problemstillinger. På den anden side nævner eksempelvis Blomhøj og Jensen (2003), at der kan være en idé 
i at starte ud med mere lukkede og strukturerede opgaver, fordi modellering simpelthen er svært. Vi har 
fulgt denne tilgang, og ved hele tiden at arbejde i elevernes nærmeste udviklingszone har vi gradvist øget 
kompleksiteten i modelleringsopgaverne. 
Konklusion 
Den første del af problemformuleringen spørger til, hvad der ligger bag elevers vanskeligheder med 
modellering. For de udvalgte elever fra AASG og RGH viste det sig, at det primært var systematisering og 
matematisering, der voldte problemer. PÅ IBC var billedet på mange måder det samme, men eleven havde 
desuden det problem, at det overhovedet ikke faldt hende ind at anvende matematik på de givne 
problemstillinger.  
I problemformuleringen spørges der også til, i hvilket omfang en bevidsthed om modelleringscyklussen kan 
understøtte elevernes modelleringskompetence. På AASG og RGH erfarede vi, at det i høj grad fremmede 
elevernes modelleringsevne at kunne referere til de enkelte faser i modelleringscyklussen. Dette gjaldt især 
for de indledende faser, hvor eleverne havde fået en tilgang til at komme i gang med modelleringsarbejdet.  
Det tager tid at lære modellering, og det er klart, at man i løbet af få moduler ikke opnår fuld 
modelleringskompetence. Det er dog vores opfattelse, at interventionsforløbene på AASG og RGH i høj grad 
styrkede de implicerede elevers modelleringskompetence. Eleverne var ved den afsluttende evaluering 
blevet bedre til at gennemgøre de enkelte trin i modelleringscyklussen, og ikke mindst var deres evne til 
matematisering blevet forbedret. Det er vores klare opfattelse, at den metakognitive bevidsthed om 
modelleringscyklussen var et vigtigt element i elevernes udvikling.  
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Appendix 
Lev Vygotsky (1978), Interaction Between Learning and Development 
In mind and Socity (pp 79-91). Cambridge, MA: Harvard University Press. 
 
I dette kapitel beskæftiger Vygotsky sig med den teoretiske uklarhed, der hersker omkring relationen 
mellem læring og udvikling. Han identificerer tre forskellige tilgange til, hvordan denne relation skal forstås.  
Den første tilgang hævder, at børns udvikling er uafhængig af læring. Udvikling er en forudsætning for 
læring, men læring påvirker omvendt ikke udviklingen. For at kunne lære barnet en bestemt ting er det 
afgørende, at hun har nået det relevante udviklingstrin. I modsat fald vil ingen undervisning kunne være 
effektfuld. Denne tilgang, som er eksemplificeret ved bl.a. Piaget, opsummerer Vygotsky ved at sige, at 
udvikling går forud for læring.  
Ifølge den anden tilgang er læring udvikling. Én af teorierne inden for denne tilgang, udviklet af bl.a. 
Thorndike, hævder, at udvikling i bund og grund er tilegnelsen af betingede responser. Mens synspunktet i 
den første tilgang er, at udvikling kommer før læring, så kan læring og udvikling ifølge den anden tilgang 
ikke adskilles tidsmæssigt. Udvikling er simpelthen samlingen af alle mulige responser. 
Den tredje tilgang eksemplificerer Vygotsky ved Koffkas teori om udvikling og læring. Ifølge Koffka er 
udvikling baseret på de to processer modning og læring. Disse to processer er forskellige, men ifølge Koffka 
påvirker de hinanden gensidigt. Modning forbereder barnet til at lære bestemte ting, og omvendt sætter 
læring skub i modningsprocessen. Der er tale om en interaktion, men Vygotsky påpeger, at Koffkas tilgang 
er vag, når det kommer til nærmere at beskrive denne interaktions natur. Vygotsy afviser i øvrigt alle de tre 
nævnte tilgange. For Vygotsky er læring og udvikling ikke det samme. Han mener heller ikke, at udvikling 
går forud for læring. Det er snarere sådan, at ”god læring” er den, der går forud for udviklingen. 
Vygotskys ide om læring, der går forud for udvikling, er indeholdt i hans begreb zonen for nærmeste 
udvikling (ZNU). ZNU er afstanden mellem det aktuelle udviklingsniveau, dvs. niveauet på hvilket barnet 
selvstændigt kan løse en given type opgave, og det potentielle udviklingsniveau, som er niveauet på hvilket 
barnet kan løse opgaven med hjælp og råd fra andre. Det er ifølge Vygotsky et problem, at børns mentale 
udvikling tidligere udelukkende er blevet vurderet ud fra deres aktuelle udviklingsniveau. Selvom to børn 
vurderes til at være på det samme aktuelle udviklingsniveau, kan der være forskel på, hvilke opgaver de kan 
klare med hjælp fra andre. Med andre ord er deres ZNU’er forskellige. ZNU bliver dermed et afgørende 
værktøj i vurderingen af børns mentale evner.  
ZNU er et vigtigt begreb, ikke blot i forbindelse med vurderingen af børns mentale udvikling, men også ved 
tilrettelæggelsen af undervisning. Ifølge Vygotsky er undervisning rettet mod elevers aktuelle 
udviklingsniveau uhensigtsmæssig, eller i hvert fald uden effekt. Undervisningen bør tilrettelægges, så den 
tager højde for den enkelte elevs ZNU. Når eleven befinder sig i ZNU er læringen med til at skubbe elevens 
udvikling fremad. Som Vygotsky udtrykker det: hvad et barn kan gøre med hjælp i dag, kan hun gøre selv i 
morgen. Heri ligger netop, at den gode læring går forud for udviklingen. Læringen foregår altid i 
interaktionen med andre, og den befordrer udviklingsprocesser, som ville være umulige uden netop 
læringen. 
Ud over introduktionen af begrebet ZNU er problemet med transfer et centralt fokuspunkt for Vygotsky i 
kapitlet. Han påpeger, at Thorndike m.fl. har forholdt sig meget skeptisk til, at indlæring af evner på ét 
område kan overføres til andre områder. Koffka har omvendt argumenteret for, at læringens indflydelse 
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aldrig er specifik, og at læring på ét område muliggør overførslen af generelle principper til andre områder. 
Vygotsky selv understreger vigtigheden af forskning baseret på begrebet ZNU, men han kommer ikke 
nærmere ind på sit eget syn på transferproblemet i dette kapitel. Vygotsky var dog af den opfattelse, at 
læring på et bestemt område kan have en generaliserende effekt og befordre barnets generelle udvikling 
(van der Veer, 1994). 
 
Pirie, S & Kieren, T (1994), Growth in mathematical understanding: How can we 
characterise it and how can we represent it? 
Educationel studies in Mathematics, 26, p 165-190 
 
Artiklen handler om, hvordan man kan illustrere og følge udviklingen af matematisk forståelse. Den starter 
med at præsentere en række stadier i matematisk forståelse, og beskriver derefter hvordan eleven Teresas 
vej gennem disse forståelses niveauer kan beskrives. Niveauerne er angivet herunder: 
Niveau Beskrivelse af niveauet 
Primitivt kendskab De forudsætninger som eleven kommer med, før de skal lære noget nyt 
Billeddannelse Den proces hvor eleven danner det første billede af det som skal læres  
Billed-ejerskab Eleven har dannet billedet og kender de grundlæggende egenskaber ved det nye 
billede 
Egenskabs 
registrering 
Eleven opdager sider af sit billede, som sætter han i stand til at bruge det lærte 
på en ny måde 
Formalisering Eleven formulerer en metode, eller et sæt af generelle egenskaber ved det lærte. 
Dette sker ved en abstraktion af det tidligere lærte. På dette niveau kan eleven 
værdsætte definitioner og algoritmer.  
Observering Eleven kikker efter mønstre i det, hun har lært. Det tager ofte udgangspunkt i den 
formaliserede beskrivelse.  
Strukturering Eleven kan betragte de mønstre, som blev observeret ovenfor, som en teori der 
hænger sammen med andre teorier. Dette niveau er således et teoridannende 
stadie, hvor eleven ser sin viden som flettet sammen med andre teorier. Eleven 
ser sit mønstre, som noget der kan bevises eller modbevises gennem et logisk 
eller meta-matematisk argument, uden reference til fysiske eller algoritmiske 
handlinger. 
Undersøgning Eleven kan her bryde med den proces, der førte til forståelsen, og det lærte står 
nu som en selvstændigt teori, som kan bruges til at skabe nye spørgsmål 
 
Artiklen slår fast, at læring ikke er en en-vejs-proces, men forstår læring som en dynamisk og organiserende 
proces. Når eleven er nået helt igennem de ovenfor angivne stadier, kan slutresultatet virke som 
begyndelsen på en ny læringsproces – som et nyt primitivt kendskab.  
Når man lærer matematik, når man til niveauer, hvor de oprindelige elementer erstattes af abstrakte 
objekter, og den videre læring bygger fra det tidspunkt ikke så meget på de oprindelige læringselementer. I 
eksemplet med Teresa, begynder hendes læring med rektangulære figurer, der repræsenterer brøker, men 
på et tidspunkt slipper hun disse fysiske elementer og betragter brøkerne som symboler. Artiklen kalder 
disse overgange for don’t need grænser. Der findes sådanne don’t need grænser mellem niveauerne 
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billeddannelse og billed-ejerskab, mellem Egenskabs registrering og Formalisering, samt mellem 
Observering og Strukturering. 
For at beskrive den ikke lineære natur af læringsprocessen, indfører artiklen begrebet Folding Back. Man 
ser i læringsprocessen, at eleven kan have behov for at vende tilbage til de indre niveauer for at forstærke 
sin læring fra dette niveau, inden han fortsætter. Artiklen beskriver i den forbindelse en elev, Katia, som 
bliver hun nød til at vende tilbage til billeddannelse og forstærke hendes forståelse af brøker (nu som pizza-
stykker), inden hun kan fortsætte til formaliseringsniveauet. Det er afgørende at eleven får mulighed for at 
vende tilbage og ikke nøjes med en black-box metode, for at løse de problemer som opstår på de nye 
niveauer. I eksemplet med Katia kunne læreren have fortalt hende, at man bare skal sætte på fælles 
brøkstreg ved at gange nævnerne sammen osv., men dette ville have givet Teresa problemer senere i 
læringsprocessen. Når eleven har været tilbage og gen-forstået de indre niveauer, kan hun med forståelse 
inkorporere læreren metode. 
På hvert niveau findes der to komplementære aspekter, nemlig Handling og Formulering. Disse 
komplementære aspekter foldes ud til At-gøre-noget/At-gennemse-noget, At-se-noget/At-sige-noget og At-
forudsige-noget/At-optegne-noget. Det er vigtigt, at begge disse aspekter er med på alle niveauer. 
Handlingsaspektet kan både forstås fysisk og mentalt, og formuleringsaspektet har med det at beskrive 
noget for en selv eller for andre at gøre.  
Artiklen formulerer det landskab, som læringsprocessen bevæger sig i, ved hjælp af figuren nedenfor. 
  
Den gennemgår et læringsforløb, hvor en gruppe 14-årige skulle lære om kvadratiske former. Den 
beskriver, hvordan de kommer gennem de forskellige niveauer og både arbejder med Handlings- og 
formulerings-aspekter (image seeing og image saying, samt property prediction og property recording). Det 
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at udtrykke (formulere) sin viden er vigtig, for hvis man ikke når til en god formulering, er det meget 
sværere at huske og arbejde videre med den opnåede forståelse.  
Endnu et eksempel gennemgåes, men nu er det en universitetsstuderende, Richard, som skal forstå en 
computer-algoritme. Richards læringsvej ses på figuren nedenfor 
 
 
Det mest interessant ved denne gennemgang, er bevægelsen (back folding) fra G, helt tilbage til 
billeddannelses niveauet (H). Dette spring tilbage er nødvendigt, for at læringsprocesses kan fortsætte, og 
det iværksættes ved at læreren stiller Richard et spørgsmål, som tvinger ham til at gen-overveje hans 
tidligere billede.  
Elevers veje gennem læringslandskabet er forskelligt, og de bruger forskellig tid på det. Man ved ikke hvad 
disse forskellige veje afhænger af, men der er ikke noget der tyder på, at alder er afgørende. For at illustrer 
den tid elever befinder sig på et bestemt niveau, tegnes zik-zak linjer inde i det enkelte niveau. På figuren 
ovenfor kan en sådan zik-zak linje ses ved punkt A og ved punkt H. Hvis en elev springer et 
forståelsesniveau over (måske som resultat af at eleven lære at benytte en black-box algoritme), forestiller 
artiklen sig, at dette vil give problemer på et senere tidspunkt. Artiklen illustrerer dette med en 
stiplet/prikket linje, og kalder det for en usammenhæng (disjoint) med elevens tidligere forståelse. Et 
eksempel på en læringsproces, der ender i en u-sammenhængende læring, er illustreret nedenfor. 
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Eleven begynder her med hendes primitive kendskab, tager lidt lang tid på billeddannelsesniveauet, samt 
på billed-ejerskabsniveauet, men opdager på egenskabs registreringsniveuet, at hun bliver nød til at vende 
tilbage til billeddannelsen, inden hun kan fortsætte. Senere i F bliver hun igen nød til at springe tilbage, og 
dette tilbagespring (back folding) forårsages af at læreren ikke giver eleven en black-box metode. Næste 
gang eleven kommer frem til formaliseringsniveauet får eleven dog metoden, og udviklingen går istå, på 
grund af usammenhængende læring.  
Artiklen ender med kort at diskutere forskellige typer af måder, læreren kan påvirke elevernes gang 
gennem læringslandskabet. Den nævner tre forskellige typer af interaktioner: 1.) provocative, 2.) invocative 
og 3.) validating. Den første type af interaktioner har til formål at presse eleven videre ud i 
læringslandskabet, den anden har til formål at tvinge eleven tilbage til de indre niveauer (gennem back 
folding), og endelig har den tredje interaktion til formål, at eleven eller læreren får en ide om, hvor elevens 
forståelse ligger.  
 
Freudenthal, H (1991) Revisting Mathematics Education-China Lectures 
Dordrecht: Kluwer Academic Publishers. Chapter 1 
Matematisk fænomenologi 
Hvad er matematik 
Matematisk metode er en aktivitet, som skaber vished bedre end alle andre metoder, creates certainty and 
does so, it would seem, beyond compare (side2). Matematik bliver brugt af mange andre fag, men det 
afgørende er at kunne skelne mellem, hvornår det bliver brugt rigtigt og forkert. Det er derfor vigtigt ikke 
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blot at benytte og forstå matematik som en opskrift, der blindt kan påklistres andre områder, men derimod 
at have indsigt i matematikken inden den bringes i spil.  
Commen Sense 
Matematik bygger på common sense. Men denne commen sense kan og skal udvikles. Det er det at noget 
er commen sense, som skaber vished i matematikken, og det som karakteriserer matematik er denne altid 
forbedrede version af commen sense.   
Mange eksperter er ofte overraskede over, at folk hænger fast i en ældre form for commen sense, selv om 
videnskaben for længst har forladt denne type af commen sense. Forfatteren mener, at det i en 
undervisningssituation er bedre at tage udgangspunkt i commen sense end at afvise den som forældet. Et 
eksempel på overgangen fra en type commen sense til en mere generaliseret viden er forståelsen for de 
hele tal. Det at tælle objekter er commen sense. I forbindelse med at barnet lærer at tælle objekter, kobles 
sproget på: en, to, tre osv. Barnet tæller på fingre. Men efter lidt øvelse lærer barnet, hvad tallene hedder 
og kan i princippet tælle til så mange, det skal være. Der er sket et skift fra et talbegreb, som er knyttet til 
objekter, til et abstrakt talbegreb. Overgangen skete da barnet så en struktur i tallene. Forfatterne mener, 
at dette er et fint eksempel på, hvordan kundskabens træ har rødder i commen sense, og at denne 
commen sense har genereret commen sense vaner, algoritmer, måder at handle og tænke på, som først var 
baseret på paradigmer, men udviklede sig til abstraktioner. Senere er commen sense oplevelsen af at tælle 
blevet opsamlet i regler om f.eks. kommutativitet, og disse er blevet til ny commen sense. Det er det, at 
noget er commen sense, som skaber vished i matematikken, og det som karakteriserer matematik er denne 
altid forbedrede version af commen sense.   
Udviklingen af commen sense (med udgangspunkt i det at tælle) kan beskrives såldes: 
Tal som noget man tæller  (et begynder paradigme som gør små antal til commen sense) →  udvikling af 
et sprog → mentale objekter (men stadig knyttet til et antal) →  arbejdet med plus og minus →  en 
aritmetiske struktur med kommutativitet → et nyt paradigme og en ny commen sense 
På samme måde som det at tælle fører til mentale objekter, som så kan bearbejdes med addition og 
subtraktion, bliver multiplikation og division en commen sense oplevelse i forbindelse med at fordel ting. 
Senere kan multiplikation og division føre til, at primtal og primtalsfaktorisering bliver commen sense.   
Forbindelsen tilbage til oplevelsen af commen sense er vigtig i undervisningen. Historisk har dette præget 
aritmetikken, indtil de paradoksale konsekvenser af arbejdet med uendeligheder blev introduceret.  
Commen sense i flere niveauer 
Men det som er commen sense afhænger af den historiske sammenhæng. Man kan tale om forskellige 
commen sense niveauer. For at udvikle sig fra et niveau af commen sense til et nyt, er det vigtigt, at eleven 
selv deltager i processen og får indarbejdet det nye commen sense i et netværk af hans øvrige commen 
sense. Der er kun de to muligheder for at lære noget nyt, enten har man fået det nye inkorporeret i et 
commen sense netværk, eller også har man bare lært det udenad. Det er vigtigt at matematiske objekter og 
aktiviteter bliver commen sense og ikke kun et mentalt begreb eller definition - man skal tilegne sig 
matematikken. Når elever ikke forstår at bruge den matematik de har lært, og når de har svært ved at 
bygge ovenpå den matematik, de tidligere skulle have lært (selv om de måske fejlfrit kan benytte metoder 
knyttet til denne matematik), kan det skyldes, at de aldrig har været i stand til gøre den tidligere lærte 
matematik til commen sense. Et eksempel på dette er, at elever ofte lægger til for at finde differencen 
mellem to tal. Skal de f.eks. finde afstanden der er tilbage på en 255 km. lang tur, efter der er kørt 88 km. er 
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der mange, som vil sige: fra 88 til 100 er der 12, og fra 100 til 200 er der 100, og endelig fra 200 til 255 er 
der 55, så i alt er der 12+100+55=167 km tilbage. Subtraktion er aldrig blevet commen sense, og tegnet ”-” 
på lommeregneren bliver kun brugt sjældent, fordi eleverne ikke ved hvornår, det skal bruges.   
Ligesom de hele tal er et godt eksempel på en matematik, som har rod i commen sense, så er enshed, eller 
ligedannethed, i geometrien måske en endnu tidligere forstået commen sense. Dog knyttes forbindelsen 
tilbage til disse commen sense elementer i geometri ofte ikke i undervisningen (man argumenterer ofte kun 
med ”man kan se at…”), og derfor udvikler eleverne ikke deres geometriske commen sense.   
Form og indhold 
Matematik er den ældste videnskab, nok omkring to årtusinder ældre end astronomi. Og tal er det første 
eksempel på, at symboler fik en selvstændig realitet, adskilt fra den som talte. Det, at tallene opstod med 
udgangspunkt i processen at tælle, er det første ikke-trivielle eksempel på en struktur der genereres. Men 
det er generelt i matematik, at ny matematik opstår og får sit eget liv. Ofte spiller sproget og 
kommunikationen om disse nye elementer en afgørende rolle for udviklingen af de nye strukturer. Der er 
således et samspil mellem form og indhold. Matematik består af strukturerede processer og tanker, som 
ved sproget hjælp er blevet til begreber. Matematiklæring begynder ikke med at kende til begreber for 
derefter at arbejde med processer, som benytter disse begreber. Det begynder med processen, og så bliver 
begrebsdannelsen et produkt af de kognitive processer (consepts are the result of cognitive processes side 
18). Målet for de fleste er heller ikke en forståelse for et præcist matematisk begreb, men et mentalt objekt 
som kan bearbejdes gennem mentale operationer. Man skal derfor ikke undervise i matematik med fokus 
udelukkende på indholdet, men i en vekselvirkning mellem processen, sproget og de nye matematiske 
objekter (neither as form nor as content but whole maintaining respect for the interplay between them - 
side 9). Et skift i synspunkt fra form til indhold og tilbage igen vil lede eleven til et højere niveau, men 
eleven skal selv være den aktive part og foretage springet, han kan ikke løftes af læreren. Samspillet 
mellem indhold og form ses tydeligt i historiens forløb, hvor f.eks. addition (+) og subtraktion (-) samt 
lighed (=) tidlige blev beskrevet i et lidt kluntet sprog, men sproget blev mere præcist og de matematiske 
symboler blev indført. Matematik voksede på den måde ved en selv-organiserende impuls.  
Matematikken har en intern struktur, som forfatterne sætter i et hierarki fra det mest konkrete, ofte 
objekter med mange tilknyttede etiketter, til det meget abstrakte hvortil der kun er knyttet ganske få 
begreber. Det eksemplificeres med forskellen mellem det euklidiske rum, der bevarer vinkler og længer 
osv. ved forskellige operationer, og det abstrakte tomme sæt, som næste er tomt for begrænsninger. 
Forfatterne advarer mod at begynde med de abstrakte definitioner og derefter udfolde de mere konkrete 
aspekter og metoder. Man altid skal starte en generalisering med situationer, som er paradigmiske og ikke 
specialtilfælde af en meget generel struktur. Man skal således i undervisningen ikke følge den interne 
struktur i faget fra det abstrakte til det specielle. 
Matematiske modeller - matematisering 
Matematiske modeller er naturen set gennem matematikkens øjne. Men hvad er den virkelighed, som skal 
beskrives. Også her refererer forfatteren til commen sense og mener, at virkelighed er det, som opfattes 
som commen sense (I prefer to apply the term ”reality” to that which at a certain stage commen sense 
experiences as real side 17). Det inkluderer ikke kun rum-tid-verdenen, men også mentale objekter og 
mentale aktiviteter.  
Forfatterne bruger ordet aksiomatisering om det, at antallet af aksiomer vokser og vokser, og ordet 
formalisering om den proces det er at trimme, tilpasse og transformere sproget i forbindelse med at bygge 
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en matematisk beskrivelse. Både aksiomatisering og formalisering lægger vægten på formen og ikke på 
indholdet af det, som skal beskrives. Som modstykke hertil benytter forfatteren ordet skematisering. Det 
dækker over den proces, der generaliserer paradigmatiske oplevelser og handlinger og finder love, der i 
abstrakt form beskriver disse (ofte ved at opstille forskellige regler). Skematisering lægger således vægten 
på indholdet og ikke på formen. Forfatteren mener at den proces, som skal til for at beskrive virkeligheden 
matematisk involverer både aksiomatisering, formalisering og skematisering og betegner processen med 
ordet matematisering. Der findes to forskellige type af matematisering. Den ene, som forfatteren betegner 
som horisontal matematisering, tager udgangspunkt i den verden vi kender, den oplevede virkelighed, og 
bevæger sig ind i symbolernes verden. Den anden, vertikal matematisering, består i at tilpasse og 
manipulere symboler med omtanke så de kommer til at beskrive den oplevede verden.  
Den form for matematisk model, som forfatteren beskriver, er en idealisering, som simplificerer en 
kompleks situation eller matematisk teori således, at denne bliver praktisk. Meget falder således ind under 
forfatterens model-begreb (også f.eks. computersimuleringer), men han er meget mod, at man klistrer 
modelbegrebet på al algebra og på alle differential- og integral-ligninger. En matematisk model er altså en 
ofte nødvendig idealisering eller simplificering, der gør, at man kan anvende matematik bearbejdning, men 
en matematisk model må ikke give en falsk fornemmelse af, at afbilde omgivelserne mere eller mindre 
direkte; man må passe på ikke at anvendes matematiske formler ukritisk for at beskrive en kompleks 
virkelighed uden nogen form for forbindende model, som kan legitimere matematikken.   
Det er vigtigt, at man i matematiseringen finder det væsentlige i en sammenhæng og på tværs af 
sammenhænge. Dette muliggør, at man opdager mere generelle paradigmer (altså det modsatte af at 
eksemplificere generelle ideer). Paradigmedannelsen er vigtig. Man bør forstå generaliserede problemer 
paradigmatisk og ikke ukritisk udføre beregninger med værktøjer fra en præfabrikeret matematisk 
værktøjskasse. Når man arbejder paradigmatisk emergerer der nye mentale objekter og metoder frem, og 
gennem dagligt arbejde med disse, bliver de strømlignede og udvikler og organiserer sig i mentale skemaer. 
Gennem en reflektering i forbindelse med matematiseringen kan der forekomme et skift i perspektiv som 
kan føre til at man opdage helt nye aspekter.  
Forfatteren giver til sidst i teksten en række eksempler på matematiseringen. Det vigtige er at eleverne når 
frem til et skift i perspektiv og til et mere generelt paradigme. Et eksempel er, at eleverne skal finde 
midtpunktet mellem to tal. Senere skal dette generaliseres, det væsentlige skal trækkes ud, så de kan finde 
”midtpunktet” mellem mange tal, og på den måde opnå en forståelse for gennemsnit.   
 
Hans-Georg Weigand, (2014), Looking back and ahead- didactical implications for the use 
of digital technologies for the next decade. 
Teaching Mathematics ant its Application, 33, p 3-15 
 
Artiklen gennemgår ti teser/overvejelser vedrørende fremtidig brug af Computer Algebra Systemer (CAS), 
som Weigand anser som relevante at have fokus på. Disse ti teser er fremkommet på baggrund af  længere 
varende empiriske studier af forsøg med brug af CAS-værktøjer (hovedsagelig symbolske lommeregner) på 
gymnasialniveau i Bayern, Tyskland.  
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Tese  
1  Fortaler og eksperter indenfor brug af it i i klasse lokalet har ikke været gode nok til at 
overbevise undervisere og forældre om fordelene ved dette. Ligesom udfordringer i forhold 
til det tekniske og faglige indhold har været undervurderet 
2 Brugen af CAS i undervisningen skal hænge sammen med eksamensformen; og her er det en 
udfordring at CAS er specielt velegnet i forhold til større åbne og reelle modellerings 
opgaver, hvilket ikke er forenelig med nuværende eksamensform. Der er altså ekstra 
udfordring med udformning af eksamensopgaver når CAS er tilgængelig. 
3 Det er svært for eleverne at finde ud af hvad der kræves af dokumentation når CAS 
anvendes  f.eks. til eksamener. Der er behov for udvikling af  klare kriterier til dokumentation 
når CAS anvendes. 
4 Det er en udfordring at få opbygget elevernes begrebsbilleder, så de også kan fortolke/forstå 
de løsninger de får når CAS anvendes. Det ses f.eks. ved ligningsløsning, hvor der også 
angives komplekse løsninger og/eller ikke fuldstændige løsningsmængde som ved 
trigonometriske ligninger. 
5 I forlængelse af tese 4 har eleverne også behov for strategier til at kontroller at de fundne 
løsninger er korrekte 
6 Der foreslås at der skal skabes et redskab (skema) der skal skabe overblik  hjælpemiddels 
kompetencen  ved at sætte begrebsforståelse (Weigand operer med fire forståelses 
niveauer: intuitivt, koncept, relationelt og strukturel) overfor værktøjets tilstand (statisk, 
dynamisk, multifunktionel). Skal både anvendes til at finde frem til hvor eleven er/har 
problemer, samt planlægningsværktøj til udvikling af elevernes hjælpemiddels kompetence. 
7 Nyttefuld brug af CAS kræver også at eleverne har kendskab til CAS-værktøjernes 
begrænsninger – dette kan f.eks. være problemer aflæsning, nøjagtighed i numeriske 
løsninger. Kan ses i direkte sammenhæng med tese 4 og 5 
8 Der er brug for anbefalinger/startegier for konkret brug af CAS til at lære diverse 
matematiske begreber. Disse anbefalinger skal baseres på empiriske undersøgelser i 
autentiske undervisnings forløb.  
9 Wiegand mener der brug for at sammentænke alle elementer, der kan relateres til 
undervisningen: computere, lommeregner, tavler, bøger, internettet, kollegaer, andre 
skoler, forældre…Han angiver bl.a. at det er en forudsætning for accept af ny teknologi  
10 Og som med alt- så er der brug for vidtløftige visioner for brugen af CAS i matematik 
klasserummet.   
   
 Som underviser i danske gymnasieskoler, skal man være opmærksom på at brugen af CAS er meget mere 
udbredt i her og nødvendig forudsætning for at kunne nå opgaverne til matematikeksamen.  I Tyskland har 
der været/er der en mere konservativ, tilbageholdende brug af CAS – der laves forsøg og evalueres i mindre 
områder inden bekendtgørelser ændres modsætning til Danmark, hvor det indført ud fra forventning at 
blot brugen/indførsel af CAS vil automatisk medføre en dybere forståelse og anvendelse af matematik.  På 
den baggrund skal det vurderes hvor relevant alle teser er for matematik undervisningen i det danske 
gymnasium. 
 
Jankvist, U.T. & Misfelt, M (2015), CAS-Induced difficulties in learning mathematics? 
For the learning of Mathematics, 35(1), p 15-20 
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Artiklen bygger på observationer gjort af en gymnasielærer (Anders Marcussen) på Falkonergårdens 
Gymnasium. Han mener at have set en ny type af læringsproblemer i matematik, som kunne skydes den 
intensive brug af CAS, der benyttes i matematikundervisningen i danske gymnasier. Artiklen tager afstand 
fra det synspunkt at ”ny teknologi ødelægger faget”, men forsøger med udgangspunkt i matematisk 
læringsteori at forstå de læringsmæssige problemer som Anders Marcussen har observeret. I litteraturen 
har fokus ofte været på de positive læringsaspekter ved indførelsen af CAS.  
Tidligere har man nok set, at forskellige typer af regnemaskiner har bevirket, at nogle elever tabte 
algebraiske færdigheder, men artiklen argumenterer med udgangspunkt i hovedsagelig Skemp (1976) og 
Sfard (1991) for, at der kan være dybe problemer forbundet med en for intensiv og instrumentel brug af 
CAS. Først gennemgås en elevs forkerte løsning af en differentialligning i CAS. Hovedproblemet for eleven 
er, at han får byttet om på funktionen og den uafhængige variabel, altså på y og x. Eleven ved ikke bedre 
end at trykke på knapperne, og får et resultat, som intet har med det oprindelige problem at gøre. Havde 
eleven arbejdet sig gennem problemet med papir og blyant, ville en sådan fejl ikke så let være opstået. Et af 
problemerne er, at færdigheder og forståelse opstår ved at gøre forskellige operationer igen og igen, og at 
CAS fjerner behovet for det gentagende, og langsomme, arbejde med f.eks. ligningsløsning. Artiklen mener 
at brugen af CAS kan ændre de begrebsbilleder som eleven udvikler, og potentielt skabe hvad artiklen 
kalder CAS-inducerede matematikvanskeligheder.  
Før artiklen går i gang med at argumentere for hvordan disse CAS-inducerede matematikvanskeligheder 
kan forstås, definerer den først, hvad der i denne sammenhæng menes med matematikvanskeligheder: 
Matematikvanskeligheder er misforståelser (misconceptions), fejlfortolkninger (misinterpretations), 
forkerte procedurer. Det er i denne forstand CAS-inducerede matematikvanskeligheder skal forstås, og 
således ikke vanskeligheder, der skyldes neurologiske problemer.  
Den oprindelige forståelse af instrumentel og relationel forståelse udvides i artiklen med en CAS-
instrumental forståelse. Denne forståelse dækker over evnen til at udføre endda meget komplicerede 
beregninger, uden af have kendskab til hvorfor eller hvordan disse beregninger udføres. Artiklen 
argumenterer for at den forkerte brug af CAS kan hindre en relationel forståelse og kun føre til en ”regler 
uden indsigt”-forståelse (en instrumentel forståelse). Der argumenteres ofte for, at brugen af CAS kan virke 
som løftestang og løfte matematikundervisningen til et højere niveau ved at uddelegere dele af 
matematikken, så man kan fokusere på det man ønsker at fokusere på. Men denne uddelegering, black-
boxing, er vanskelig at kontrollere og kan let føre til vanskeligheder med at forstå hvad der egentligt sker.  
Artiklen skelner mellem en pragmatisk brug af CAS, dvs. når CAS bruges alene til at opnå et resultat på en 
beregning som eleven kunne have udført i hånden, og en epistemologisk brug, hvor man gennem brugen af 
værktøjet opnår en dybere forståelse. Det er i denne forbindelse den epistemologiske brug der er 
problematisk. Ifølge Sfard (1991) foregår læring gennem en internalisations proces efterfuldt af en 
kondensering og endelige en reifikation. I internaliserings fasen arbejder eleven med de processer som 
langsomt kondensere og i reifikationsfasen bliver til nye selvstændige enheder/begreber, som eleven kan 
arbejde med og bygge videre på. Der kan opstå en ond cirkel - kaldet Sfards onde cirkel - fordi det at 
arbejde med de processer, som i sidste ende fører til reifikation, kan kræve kendskab til de objekter, som 
reifikationen skaber. Problemet med CAS er, at eleven aldrig kommer i gang med kondenseringen, fordi CAS 
udfører de processer, som ligger bag udregningerne. Ved at lade CAS foretage de bagvedliggende processer 
og bringe eleven frem til processernes resultat med det samme, har man brud progressionen fra 
internalisation til reifikation. I artiklens eksempel med en differentialligning fratager CAS eleven 
muligheden for at udvikle et stabilt begreb om differentialligninger, fordi eleven ikke får mulighed for at 
arbejde med de for differentialligninger typiske processer. Det man gør, når man løser en algebraisk ligning 
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med CAS, minder så meget om det man gør, når man løser en differentialligning på CAS, at eleven ofte ikke 
vil udvikle to forskellige begreber om de to typer af ligninger. Brugt rigtigt kan CAS hjælpe med 
kondenseringen af nye begreber ved f.eks. registerskift og forskellige repræsentationer, men det kræver 
omtanke.   
Resultatet af en ugennemtænkt brug af CAS er, at eleven kan få vanskeligheder med at udvikle en relationel 
forståelse og Sfards onde cirkel kan blive meget aktuel i læringsprocessen, fordi brugen af CAS ofte kræver 
den reifikation, som CAS netop hindre eleven i at udvikle.  
 
Kilpatrics, J (2005), Staking Claims 
Nordic Studies in Mathematics Educatio, 3(4), p 3-15 
Artiklens handler om matematikundervisning overhoved et videnskabeligt felt, og hvordan man kan/skal 
bedømme bidrag til dette felt. Selve feltet har ikke fundet sin faste form endnu som et vidensområde. I 
Europa betyder ordet didaktik den mere akademiske disciplin og pædagogik den mere praktiske side ved 
undervisning. I USA har både didaktik og pædagogik negative overtoner - her bruges ordet education i 
flæng om begge aspekter af matematik undervisning. 
Artiklens kriterier for bedømmelse af studier i matematikuddannelse 
Artiklen begynder med at opstille otte kriterier, som studier i matematikundervisning bør opfylde. Disse 
kriterier kan bruges til at vurdere bedrag til konferencer og tidsskrifter. Tidligere blev 
matematikundervisning som felt, betragtet som et naturvidenskabeligt område, men nu betragtes det mere 
som et socialvidenskabeligt felt. Man har derfor tidligere brugt kriterier inspireret fra naturvidenskab, men 
disse ses nu ofte som utilstrækkelige. Det er artiklens håb, at de naturvidenskabelige kriterier kan blive 
aktualiseret, hvis de bliver betragtet lidt anderledes. Artiklen foreslår følgende kriterier: 
 
Relevans: selv om studier i matematik undervisning ikke kan tillægges et krav om sandhed, er forskning i 
matematikundervisning ikke irrelevant eller værdiløst. Relevansen af et enkelt studie kan være meget 
vanskeligt at bedømme. Det er lettere at se relevansen af en samling af studier. Relevansen kommer fra 
forskningens praktiske relevans for undervisningen og fra den inspiration til ny forskning, som skabes; det 
er evnen til at få os til at stoppe op og tænke, der gør et studie relevant. Studierne giver os værktøjer til at 
tænke og vurdere, ikke opskrifter på hvordan vi skal undervise. De hjælper os med at reflektere og udtrykke 
det vi ved.  
 
Validitet: dette handler ikke så meget om studiet i sig selv, men om de konklusioner som kan drages fra 
studiet. Artiklen deler validitet i, kommunikativ validitet (som prøves i dialog med andre) og pragmatisk 
validitet, hvor fokus er på, om en ny forståelse (eller tolkning) giver anledning til en ændring i vores 
handlinger.  
 
Objektivitet: Selv om det ikke er muligt at opnår egentlig objektivitet, kan man stadig se det som en 
idealiseret mål at stræbe efter, fordi det kan ændre vores syn på verden.  
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Originalitet: Det er vigtigt at alle studier bidrager med noget nyt og overraskende, men det kan review 
artikler også gøre. 
 
Pression: Dette er ikke en absolut pression, der er tale om, men en relativ. 
 
Forudsigelighed: Vi ved ikke, og kan ikke vide, hvad en elev oplever i læringssituationen, og heller ikke 
præcist hvordan læreren skal undervise, men forudsigelighed betyder, at vi leder efter de mønstre i deres 
handlinger. Vi kan ikke forudsige, hvad en elev eller lærer skal gøre i enhver situation, men vi kan finde 
typiske forudsætninger og begreber, der styrer deres handlinger.  
 
Gentagelighed: studier skal rapporteres på en måde, der i princippet gør det muligt at gentage dem. 
Derudover er det vigtigt, at forskning er offentlig, og at den deles.  
 
Forbundenhed: det rapporterede skal knytte an ved og kaste lys over matematikundervisning på en sådan 
måde, at det klargør den matematik, som der undervises i, og den som lærers. 
 
Andre kriterier 
Artiklen refererer derefter et konferenceindlæg fra editorer på Journal for Research in Mathematics 
Education med titlen Evolving Standards for Judging the Quality of Research Reports. Editorerne opstillede 
en liste over kriterier, som de synes var vigtige. Denne lise var:  
 
At det giver mening (Worthwileness): hermed menes, at studiet er relevant. Et studie giver mening, hvis det 
genererer nye forskningsspørgsmål, bidrager til teoriudvikling, placerer sig i en sammenhæng med andre 
relevante studier og bidrager til praksis. 
 
Sammenhæng (Coherence):de spørgsmål, der stilles, skal besvares med relevante metoder og relevante 
måder at analysere på. Det hele skal hænge sammen. 
 
Kompetence: det dækker over, at et vigtigt kriterie for bedømmelse af videnskabelige studier er, at de 
benytter de rigtige teknikker til dataopsamling, analyse og fortolkning. Men dette krav mener Kilpatrick er 
lidt irrelevant, for kompetence-kriteriet opfyldes, hvis de øvrige kriterier er opfyldt. 
 
Åbenhed: videnskabelige studier skal anerkende og offentliggøre deres forudsætninger og udgangspunkter. 
Dette kriterie er tæt knyttet til kriterierne om objektivitet og gentagelighed.  
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Etik: det er vigtigt at både de elever og lærere, der deltager i undersøgelserne, har givet deres tilladelser til 
at studierne foretages. Derudover er det vigtigt at anerkende alle, som har bidraget til studierne.  
 
Troværdighed: det som findes er baseret på evidens. 
 
Mindre håndgribelige kvaliteter (Intangible qualities): Nogle af forskningens kvaliteter kan være mindre 
håndgribelige, som klarhed, korthed og præcision, åbenhed, organisering og originalitet. Kilpatrick ser 
denne type af kvaliteter som et godt eksempel på, at enhver liste af kriterier altid må være midlertidig. 
 
Ud over disse kriterier var der nogle underliggende forudsætninger, som konferencen arbejde ud fra. Det 
var 1.) at studiet var relevant for matematik, 2.) at studierne var generelle nok til at kunne bruges, 3.) at 
åbenhed og bedømmelse skulle være muligt og 4.) at det ikke måtte være mekaniske opskrifter på 
undervisning.  
 
Hvorfor overhoved lave kriterier? 
Men når det nu ikke er muligt at angive præcise kriterier for videnskabelighed af matematik didaktik, 
hvorfor så overhoved prøve. Kriterierne er vigtige, fordi de kan bruge som linser gennem hvilke, det 
forskningens landskab kan betragtes. Derudover hjælper kriterierne os med at gentænke og vurdere, hvad 
forskning i matematik didaktik overhoved er. 
 
Hvad er feltet? 
I slutningen af det 19. århundrede opstod matematikdidaktik som studie, og fagene matematik og psykologi 
blev fagets redskabsfag. Senere fulgte antropologi, sociologi, epistemologi, kognitions forskning, semiotik 
og økonomi trop som hjælpefag.  
Feltet består af mindst to aspekter: et professionelt og et videnskabeligt felt. Disse to er tæt forbundne, 
men er ikke identiske. Det som kendetegner den professionelle dimension er specialiseret kendskab, en 
helhedsforståelse, evnen til selv at træffe beslutninger og autonomi samt forståelsen for at arbejde konkret 
med fagets viden. Det videnskabelige felt er derimod kendetegnet ved et fællesskab, en samling af 
teoretisk viden (samlet i tekstbøger), uløste spørgsmål, forskningsmetoder og paradigmatiske spørgsmål 
samt måder at gøre karriere på og institutionaliserede måder at udvælge og uddanne på.  
 
Da matematikundervisning som felt opstod, mente de fleste ikke, at det var et egentligt videnskabeligt felt, 
men snarere en samling af metoder. I 1960’erne udviklede feltet sig, og der opstod specialiserede kurser i 
matematikundervisning. Antallet af videnskabelige artikler inden for feltet voksede eksponentielt i 60’erne 
og 70’erne, men væksten er efterfølgende aftaget væsentligt. Langt de fleste studier fandt sted i USA, men 
det har nu ændre sig noget.  
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Til sidst i artiklen fortæller Kilpatrick om instituttet for matematikuddannelse ved Georgia universitet. Her 
har de et meget velfungerede og stort institut, hvor de har haft stor glæde af både udenlandske studerende 
og gæste forskere. I norden har specielt Sverige været bagud med institutionaliserede studier i 
matematikuddannelse, men det er ved at ændre sig. Selv om der ikke findes egentlige institutter for 
matematikuddannelse, foregår der i Sverige alligevel studier i matematikuddannelse mange steder i det 
svenske samfund.  
 
Matematikuddannelse som felt, har aldrig været mere livskraftig end det er nu, men feltet mangler forsat 
status og identitet. Derudover mangler der enighed om, hvad det vil sige at være matematikuddanner. Der 
er stor forskel på, hvordan de fleste forholder sig til faget matematik og til faget matematikdidaktik. Mens 
man tilegner og tilslutter sig faget matematik gennem avancerede kurser og seminarer, og demonstrerer 
sine kompetencer gennem publikationer med original forskning, tilslutter man sig faget matematikdidaktik 
primært ved at udtrykke sin interesse i feltet.  
 
Kilpatrick nævner tre måder, hvorved feltet kan styrkes:  
 
1.) Ved en stærk kobling til faget matematik. Det er afgørende med fællesskabet og den gensidige tillid 
og respekt mellem fagene. 
2.) Ved en stærk kobling mellem forskere i matematikdidaktik og undervisere i matematik. Det er 
afgørende, at faget har en praktisk anvendelighed i undervisningen, for ellers vil faget ses som 
irrelevant eller uproduktivt.  
3.) Ved at der oprettes selvstændige institutter i matematikdidaktik. 
 
Men faget matematik og matematikdidaktik er to forskellige fag. For eksempel er matematik som fag i høj 
grad deduktiv i natur, mens matematikdidaktik er en humanistisk videnskab. Matematikdidaktikkere 
beviser ikke teoremer, men komme med udtalelser der er dybt kontekst afhængige, midlertidige og 
afhænger af mange faktorer.  
 
Lester Jr, F.K. (2005), On the theoretical, conceptual, and philosophical foundations for 
research in mathematics education 
ZDM - the International Journal on Mathematics Education, 37, p 457-467 
Artiklen begynder med, at ridse den historiske udvikling af de angrebsvinkler og motivationer man har haft 
på studier af matematikuddannelse. I 60’erne var der en tendens til primært at arbejde empirisk, men i 
slutningen af årtiet blev der opfordret til også at fokusere på fortolkningen, og ikke udelukkende på 
eksperimentelle (og kvasi- eksperimentelle) studier. I dag (dvs. sige i begyndelsen af 0-erne) er der igen krav 
om empiri. Man har i den diskussion nedprioriteret teoriens rolle og den filosofi, som ligger til grund for 
den forskning, der bliver udført.  
At være bevidst om sin rammeforståelse 
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En rammeforståelse er det sæt af ideer, principper og ting man er enige om, som danner udgangspunktet 
for arbejdet. Rammeforståelsen danner baggrunden for de fænomener, man undersøger. Der er mindst fire 
grunde til, at det er vigtigt at benytte en rammeforståelse som guide: 
1.) En rammeforståelse giver en begrebsstruktur og et design for studierne; hvilke spørgsmål er 
relevante, hvordan skal et spørgsmål formuleres, hvordan begreber, konstruktioner og processer er 
defineret og hvad menes der med en opdagelse, og hvordan afgøres det, om noget er ny viden.  
2.) Der findes ikke data uden en rammeforståelse, som kan give disse data mening. 
3.) En god rammeforståelse gør det muligt at transendere common sense. 
4.) Det er nødvendigt, hvis forståelsen skal være dyb, og ikke kun et spørgsmål om at finde viden om 
det umiddelbare problem man står overfor.  
Forskellige typer af rammeforståelser 
Der findes forskellige typer af rammeforståelser. Artiklen gennemgår teoretiske rammeforståelser, 
praktiske rammeforståelser og konceptuelle rammeforståelser. 
Den teoretisk rammeforståelse 
Denne rammeforståelse er kendetegnet ved, at konkrete arbejdsspørgsmål bliver formuleret i termer af 
den formelle teori, som man arbejder med. Når den formelle teori er valgt, er forskeren bundet til at 
acceptere den måde, man argumenterer og eksperimenterer på inden for denne teori. Nogle af 
problemerne med den teoretiske rammeforståelse er, at det tvinger forskeren til at få sine data til at passe 
med teorien, og dermed taber eller ignorerer han måske vigtige informationer. Data skal renses for at passe 
til teorien, og den teoretiske tilgang hjælper ikke med at løse dagligdags problemer (teori er irrelevant i 
forhold til praktikerens oplevelse). Endelig er det inden for denne rammeforståelse vanskeligt at udtrække 
en delmængde af teori og praktikeres forklaring som fokus for en empirisk undersøgelse. 
Det praktiske rammeforståelse  
Denne forståelsesramme fokuserer på det som virker for dem, som er direkte involveret. Her trækkes der 
ikke på formel teori men på en opsamling af praktisk erfaring. Et af problemerne med denne måde at 
arbejde på er, at den kun lokalt kan generaliseres; man finder det, som virker i den givne kontekst, men 
lærer ikke noget, som kan bruges uden for konteksten. Derudover ignorerer de, som arbejder på denne 
måde, ofte de bånd, som binder de handler og skaber mening på.   
Den konceptuelle rammeforståelse 
Denne forståelsesramme angiver, hvordan man kan vurdere resultater, men ikke hvordan man kan forklare 
observationer. Den kan være baseret på forskellige teorier og aspekter af praktisk viden, afhængigt af hvad 
forskeren kan argumentere for er relevant. Det er vigtigt med en reflekteret måde at kunne vurdere 
resultater, for ofte er didaktiske forskere hovedsageligt fokuseret på at finde en god forklaring, og ikke på 
hvorfor en forklaring eller tolkning overhoved er fornuftig. Denne rammeforståelse har ikke fokus på en 
given teori, og nok er teori vigtigt, men alt vi ved kan ikke samles i en teori - en teori for alting kan ikke 
udvikles. Derfor skal vi hellere arbejde med små mere fokuserede teorier og test-modeller. Forfatteren 
foreslår, at den konceptuelle forståelsesramme, som vi benytter i vores forskning, betragtes som en 
samling ideer, som vi kan benytte og modificere efter behov. Vi tager de teorier frem, som giver mening i 
den konkrete situation (det minder lidt om en teoretisk udgave af de forhåndenværende søms princip). 
En klassifikation af måder at stille spørgsmål på 
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Artiklen refererer fem forskellige måder at forholde sig til spørgsmål og deres svar på. Den kobler disse 
forskellige måder med forskellige filosoffer. En måde at stille spørgsmål på er kendetegnet ved hvordan der 
argumenteres. Den angiver en måde at vurdere om de resultater, vi har opnået, er baseret på den evidens, 
vi har samlet; er resultaterne baseret på mere overbevisende argumenter end alternative resultater ville 
være og kan resultaterne forsvares etisk og praktisk? De fem spørgsmåls måder er følgende: 
1.) Libniz’s system. I dette system tager man udgangspunkt i nogle fundamentale forudsætninger og 
drager konklusioner ved formel deduktion på baggrund af disse.  
2.) Lock’s system. I dette system er evidens primært baseret på fysiske observationer. Empiriske data 
er indsamlet, og man forsøger så at bygge en teori, der kan redegøre for disse data.  
3.) Kant’s system. Man forsøger at anlægge en række forskellige angrebsvinkler på både teori og data. 
En måde at gøre dette på er ved at skabe forskellige teorier med udgangspunkt i de samme data. 
Problemet er, at de forskellige teorier ikke nødvendigvis har noget overlab, og de spørgsmål som 
stilles giver ikke nødvendigvis mening i alle de teorier, der inddrages.  
4.) Hegel’s system. Her udvikles gensidigt inkompatible teorier. Når man har fundet en plausibel teori, 
undersøger man, hvordan verden skulle være anderledes, hvis præcist den modsatte teori skulle 
være plausibel. Man undersøger på den måde teoriernes grundlag og forsøger at sammentænke 
forskellige teorier. Hvis der ikke skal ændres ret meget ved verden, for at den modsatte teori ville 
være plausibel, betyder det, at den tilgængelige mængde data ikke determinerer den fortolkning, 
man bruger for at forstå dem.  
5.) Singer’s system. Dette system spørger konstant ind til måde der spørges på. Dette fører direkte og 
naturligt til en undersøgelse af de værdier og etiske forudsætninger, som teorien bygger på. I 
stedet for at spørge hvordan noget er, spørger man her, hvilke konsekvenser forskellige 
udgangspunkter for at vurdere, hvad der ses som virkeligt, har. Man taler udelukkende om, 
hvordan verden burde være. Man ønsker her at inkludere såvel etiske aspekter som alle 
interessenters udgangspunkter i undersøgelsen, - de indsamlede data er kun en blandt flere 
argumenter for at handle på en bestemt måde. Mens Lock’s, Kant’s og Hegel’s systemer kan 
hævde, at de skaber viden for kundskabens egen skyld, kræver Singer’s system, at resultaterne kan 
forsvares i samfundet og ikke kun resultaterne, men også hvorfor man har valgt at foretage netop 
disse studier.   
Forholdet mellem grundforskning og målforskning 
Der har efter anden verdenskrig været en spænding mellem det at søge viden for udelukkende at forstå 
noget bedre, og så det at søge viden for at kunne bruge denne viden til noget praktisk. Artiklen refererer 
nedenstående model, der kombinerer begge aspekter ved forskning.  
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For at tilpasse modellen den matematikdidaktiske forskning, forslår forfatteren nedenstående dynamiske 
model: 
 
 
Mange forskellige didaktiske teorier 
Der findes mange forskellige, ofte indbyrdes modsigende, didaktiske teorier, og fortalere for disse kæmper 
ofte, med noget der næster ligner en ideologisk kamp, for deres syn. Artiklen mener, at der kun sjældent er 
kommet brugbar undervisning ud af en enkelt teori. Det er mere frugtbart at sammenligne og modstille 
forskellige teoretiske perspektiver. Vi skal bruge de teorier, som bedst tjener vores formål. Det gælder såvel 
det formål at opnår større fundamental viden om matematiklæring, samt den praktiske visdom, som 
udøvere er interesseret i.  
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EMS, (2012), Models and modeling in mathematics education 
Committee for Education og the EMS, Newsletter, December. (Author: M.Niss) 
 
I denne artikel præsenterer Mogens Niss “solid findings” vedrørende modellering i 
matematikundervisningen. Artiklen indledes med en kort introduktion til matematisk modellering. En 
matematisk model kan defineres som en triple (D, f, M), hvor D er det ekstra-matematiske domæne, man 
ønsker at belyse, M er et matematisk domæne, som benyttes til at belyse det ekstra-matematiske 
domæne, og f er en afbildning eller oversættelse fra D til M. Processen med at udvælge forskellige 
elementer af D, oversætte dem til M, behandle de matematiske objekter, processer mv. i M og endelig 
oversætte tilbage til D kaldes modelleringscyklen. I denne proces er det uundgåeligt, at man gør sig visse 
antagelser og foretager forenklinger, afgrænsninger osv. Formålet med at involvere matematik er at 
udnytte matematikkens værktøjer til at give matematiske svar i M, som kan oversættes til svar på de 
oprindelige ekstra-matematiske spørgsmål. 
Niss identificerer, som i Niss et al. (2007), to forskellige tilgange til, hvorfor modellering er en vigtig 
bestanddel af matematikundervisningen. Ifølge den første tilgang er det vigtigt, at elever bliver i stand til at 
udføre modellering, fordi anvendelse af matematik i ekstra-matematiske sammenhænge i sig selv er en 
vigtig aktivitet. Der er altså her fokus på matematikkens anvendelighed på andre områder. Den anden 
tilgang fremhæver modellering som en aktivitet, der fremmer læring at matematik for matematikkens egen 
skyld. Ifølge denne tilgang ligger modelleringens dyder i, at den kan motivere nogle elever for 
matematiklæring og befordre bl.a. deres begrebsdannelse og opfattelse af mening ved matematik. Selvom 
de to tilgange er forskellige, fremhæver Niss i øvrigt, at de ikke udelukker hinanden. 
Niss præsenterer to solid findings fra forskningen i matematisk modellering. Den første handler om 
transferproblemet. Forskningen har vist, at viden og færdigheder inden for matematik i almindelighed ikke 
automatisk medfører evnen til at udføre modellering, sådan som det også fremhæves i Niss et al. (2007). 
Selv elever med gode matematiske evner kan ikke nødvendigvis overføre disse evner til 
modelleringskontekster uden målrettet undervisning. Dette forhold kan ifølge Niss bl.a. skyldes, at 
modellering netop involverer aktiviteter i ekstra-matematiske domæner. For at kunne navigere i disse 
domæner er det en nødvendig, men ikke en tilstrækkelig, betingelse, at den matematiske viden og de 
matematiske færdigheder er på plads.  
Den anden finding handler om, at elever faktisk kan lære modellering, hvis undervisningen tilrettelægges 
på den rigtige måde, og der gives tilstrækkelig tid til, at de målrettede aktiviteter kan bære frugt. Som 
noget afgørende peger Niss på, at forskningen har vist, at evnen til modellering ikke vil blive udviklet i en 
undervisning, der blot benytter sig af tænkte og stereotypiske eksempler. De færdigheder, som eleverne 
måtte udvikle som resultat af en sådan undervisning, kan de ikke overføre til virkelige 
modelleringssituationer. Eleverne skal altså arbejde med egentlig modellering for at udvikle de ønskede 
kompetencer.  
Niss afslutter med at spørge, hvad det egentlig vil sige at have lært modellering, og hvordan man kan 
evaluere elevernes læring. Her peger han på begrebet om modelleringskompetence. At have 
modelleringskompetence betyder, at man kan udføre en række aktiviteter forbundet med forskellige dele 
af modelleringscyklen. Dette aspekt ved matematisk modellering udfoldes blandt andet hos Blomhøj og 
Jensen (2003).   
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Niss,M., Blum,W. & Galbraith, P. (2007), Introduction 
Modelling and applications in mathematics education. The 14th ICMI Study (pp. 3-32). New York: Springer 
Indlægget er en introduktion til en antologi om anvendelse og modellering i matematik undervisningen, 
14th ICMI Study. Antologien omhandler tilsyneladende identifikation, præsentation og tydeliggørelse af 
vigtige dele indenfor anvendt matematik og modellering i relation til undervisningsmiljø, lærerens, 
studerende, bekendtgørelser mm.  Indledningen introducere og præcisere relevante begreber, samt giver 
et historisk  overblik over modellering og anvendt matematik i undervisningen.  
Brugen af matematik til beregning af skat, landjord, ballistiske bane m.m. viser at anvendt matematik har 
en lang forhistorie i matematik undervisningen. Som mange andre felter indenfor matematik har det i 
tidens løb haft mere eller mindre vægt i. I nyere tid ser forfatterne et tre trins udvikling indenfor udvikling 
og forskning på området. Fra få fortaler for at det er et vigtigt forsknings område via teoretisk forskning til 
nuværende empiriske undersøgelser, og hvor antologien angives som en markør for at denne udvikling har 
nået sin modningsfase. 
 
I introduktionen argumenteres der for at modellering og anvendt matematik bør være en del af 
matematikundervisningen. Af begrundelse for at modellering matematik skal indgå i undervisningen er: 
 En metode til at lært nyt matematik, - modellering er et middel 
 Matematik læres for at det kan bruges i ekstra-matematisk domæne – modellering er målet 
Dette er to sider at samme sag, og der er ikke altid en klar adskilles som det ses i grundskolen og visse 
erhvervsuddannelser, hvor f.eks. tømre arbejder med trigonometri.  
Inddragelse af modellering i matematikundervisning begrundes også med undersøgelser der viser, at 
eleverne ikke selv formår at bringe matematik i spil af sig i en ekstra-matematisk situation. Derudover har 
det vist, at når matematik bringes til anvendelse i andre fag, er der manglende seriøsitet i at sikre 
sammenhæng mellem den ekstra-matematiske situation og matematisk model, samt validering. Det er dog 
stadig et åbent spørgsmål om det er muligt at overføre modellerings kompetencer lært indenfor et område 
til et andet (s. 15). 
Ligesom eleverne ikke kan bringe matematikken i anvendelse uden at have været undervist i modellering i 
matematik, kan der heller ikke forventes at en teoretisk uddannet matematiklærer kan skabe aktiviteter og 
passende læringsrum, der befordre udvikling af elevernes modellerings kompetencer, uden selv at have 
udviklet disse færdigheder først. 
Afsnit 4 angiver en del andre vigtige spørgsmål der skal søges svar på i relation til udvikling af didaktikken 
indenfor feltet. Se nærmere 17-24.  Disse er relateret til konkret afsnit i antologien. 
 
Med anvendt matematik menes der, at matematik afbenyttes til at give svar på problemer i verden uden 
for matematikken, her kaldet ekstra-matematiske situation. Den virkelige verden indebær både dagligdag 
og andre uddannelsesfag end matematik. 
Der skelnes mellem modellering, som omhandler hele processen fra en problem/situation i den ekstra-
matematiske domain til overførsel til det matematiskdomain med løsning og efterfølgende validering, og 
model, hvor der her menes en matematisk model f.eks. i form af en vækst model.  
Matematikvejler, RUC, 2015 
3. semester projekt 
 
76 
 
I ovenstående er der ikke en klar skelnen mellem anvendt matematik og modellering, der er dog præcedens 
for at ordet anvendt benyttes når vi er i den matematiske domæne og angiver hvor i den virkelige verden 
det pågældende matematik kan anvendes. Modellering bruges omvendt; når vi har en situation uden for 
matematikken, og skal finde matematik, der hjælpe os med at finde svaret.  Hvad er så et problem fra den 
virkelig verden? dette berøre indledningen kort med at angive, at de ofte anvendte tekst opgaver ikke er 
det. Det er blot matematikopgaver i forklædning, der ikke bringer hele modellerings processen i spil. Som 
eksempel på reelle modellerings opgaver, hvor hele processen skal i spil gives: Bestem den bedste 
placerings af en vejbump i et konkret område. I mellem disse to typer opgaver angives en tredje hvor 
matematisering er lige for, hvilket svarer til eksemplet fra Niss (2010); at finde højden i et halvfyldte 
kegleformede glas, hvor konteksten fra den virkelige verden ikke er essentiel.  
En modellør, der kan finde den rette placering af vejbump har både kompetencer  til at udføre alle 
processerne, der indgå i modellering samt  andre matematiske kompetencer såsom repræsentation og 
problemløsnings kompetencer, men der kan også være brug for sociale kompetencer, idet gruppearbejde 
benyttes i undervisningen.  Det er ikke en simpel opgave at uddanne gode modellør. 
 
Gravemeijer, K., (2007), Emergent Modelling as a precursor to Mathematical Modelling. 
Modelling and applications in mathematics education. The 14th ICMI Study (pp. 3-32). New York: Springer 
 
Artiklen udgangspunkt er en påstand om at mange elever har svært ved anvende den tillærte matematik, 
som det er krævet ved modellering (se f.eks. modellerings cyklus i T. Højgård (2010)) , hvilket er et paradoks 
i det eleverne gerne vil se matematikken i anvendelse. For at imødekomme dette angiver artiklens forfatter 
at ”Emergent modelling” er den rigtige vej at gå. Tilgangen er at eleverne får opgaver fra virkelighedens 
verden, hvor det er muligt for dem at komme frem til en enestående løsning ved bruge de relative simple 
forudsætninger de har, herunder hverdagssproget til at løse problemet og videre derfra for tilegnet sig 
matematik på et højere niveau. Formålet med at arbejde med modellering (løse opgaver i verden uden for 
matematikken) skal ses som en helhed hvor det på den lange bane drejer sig om at tilegne sig ny 
matematisk kunne, samtidig med det klargør eleverne til reelt anvendt matematik (matematisk 
modellering). Tanken er at matematisk viden bygges op ud fra elevernes tidligere uformelle erfaring. 
 
”Emergent modelling” skal her ses som en udviklende fire steps proces, hvor elev finder frem til en model 
(her forstået som objekt). 1) Eleven starter med at beskrive/løse en specifik situation og 4) slutter (efter 
længere tid ved arbejde med sammenlignelige opgaver) med at det bliver en ren matematisk objekt.  De to 
mellem trin er henholdsvis 2) at kunne bruge objektet i andre situationer uden for matematikken, dernæst 
3) at eleven begynder at se det matematisk relationelt. Undervisningen tilrettelægges så der i 
udgangspunktet er en konkret situation, hvor eleven får brug for at udvikler forforståelse for en ny type 
matematik til, at eleven får en overordnet forståelse af dette nye matematik, dette sammenholdes med 
Sfards forklaring af udviklingen af den matematiske går fra en proces (via reificering, kondensering, 
reificering) til et objekt.  
 
I artiklen refereres til et udviklings projekt som forfatteren m. fl. har udført, hvor eleverne i en amerikansk 
syvende klasse har arbejdet med data analyse. I et af eksempler skulle eleverne sammenligne data på bilers 
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hastighed før og efter fartkontrol. Dette gøres uden kendskab til matematiske begreber inden for statistisk 
analyse. Eleverne brugte et simplet it-værktøj der viser prikdiagram, hvor der i trin to kan tilføjes opdeling i 
fire lige store grupper (svarende til kvartilerne). Ud fra disse diagrammer beskrev eleverne forskelle på de 
to datasæt med ord fra det daglige talte sprog så som bakketop og placering af denne, altså en beskrivelse 
af medianen og hvor samlet prikkerne var (spredning).  Pointen er at første gang eleverne arbejder med en 
ny type opgave, her dataanalyse, vil fokus være at beskrive den konkrete situationen med egne opfundne 
ord/begreber, men i efterfølgende tilsvarende opgaver vil eleverne have fokus på at bruge de samme 
ord/begreber til at beskrive den nye situation. Der fra kan så bruges de i matematikken kendt begreber 
median, gennemsnit osv.  
Eksemplerne og tilgangen kan understøttes af Vygotskys tilgangen. Redegørelsen for eksemplerne giver god 
mening, men kan iagttagelsen af en klassen progression siger noget om de enkelte elevers progression? 
 
Niss, M., (2010), Modeling a Crucial Aspect of Students´ Mathematical Modeling 
Modeling Students´ Mathematical Modeling Competencies: ICTMA 13, (pp. 43-59). New York: Springer. 
Med udgangspunkt i tre forskellige modellerings opgaver begrunder Niss teoretisk, hvorfor studerende har 
problemer med matematisering, som her angivers som måske den vigtigste aspektet i 
modelleringsopgaver. Med modellering 
menes der her, at der stilles en 
opgave/problem i verden uden for 
matematikken, som der kan løses ved hjælp 
af matematik.  Cyklussen er afbilledet i den 
første figur (s. 44). Fokus i denne artikel er 
ikke på selve cyklussen, men at belyse 
hvorfor matematisering er specielt 
krævende. Artiklen pointe er at det at lære 
at modellerne er krævende, fordi valg i en 
fase kræver forgribelse af hvad er skal se i 
senere faser - og hvordan kan man som 
novice inden for modellering vide hvad efterfølgende 
faser indebære, når man ikke har arbejdet med 
modellering? Foregribelsen er illustrereret i den næste 
figur (fra s.57) og uddybet i artiklen med de tre 
eksempler. Det første det kræver, når vi står i en 
situation uden for matematikken, er at indse at dette 
er en opgave der kan findes et svar på ved brug af 
matematik. Et eksempel, hvor dette er tydeligt er et 
spørgsmål om, hvor højt skal snapsen hældes i en 
kegleformet glas for at den er halvt fyldt? Glasset er 
tydelig en geometrisk form som er kendt i matematik, 
som de fleste ved der kan regnes på3. Det andet 
eksempel, er der en tabel, der angiver den 21. dags 
længden i hver måned og der er en ønske om at finde dagslængden d. 4 juli. En tabel med tal kan indikere 
                                                          
3 Det kan dog ikke udelukkes at nogle elever vil gå empirisk til værks og lave konkrete forsøg med vand og glas. 
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at matematik kan anvendes, men det er ikke helt åbenlyst. Slet ikke hvilken form, der er tale om. Her 
kræver det at modelløren før har arbejdet f.eks. med regression. Inden modelløren vil gå i gang, vil det 
være med en forestilling om at ved hjælp af regression, kan der opstilles et funktions forskrift som kan 
bruges til at finde den søgte dagslængden – det vil sige i præmatematisering er der sket en forgribelse på, 
hvad der skal ske i de efterfølgende faser. Og dette kræver jo både at man kender, hvilke trin der er forud i 
modellering og har arbejdet med den konkrete model, som her vil være en afart af sinusfunktion. At kunne 
foretage denne foregribelse er nødvendigt for at kunne foretage fornuftig idealisering og specifikationer, og 
vælge relevante variable. Det sidste eksempel, hvor det for de fleste ikke vil være givet at matematik er 
vejen frem, stilles spørgsmålet: er rigtigt at det ikke er muligt at tune en piano præcist?  
Artiklen angiver at der er tre nøglepunkter hvor modelløren skal kunne foregriber de efterfølgende trin, (s. 
56): 
1. For at kunne udvælge, og specificere i verden uden for matematikken, kræver den en foregribelse 
af hvordan dette kan anvendes i matematik. 
2. Efter præmatematisering skal modelløren foregribe hvilken repræsentation der er relevant. Kræver 
ikke kun forkundskab til relevant matematik, men også at modelløren tidligere har evnet at 
anvende dette på lignende situationer. 
3. Skal kunne imødese hvordan den matematiske model kan bruges til at finde et svar på det 
oprindelige spørgsmål –altså foregribe problemløsningen i relation til at finde svare. 
  
For at ovenstående sker kræver det at modelløren laver disse stop, kan lave foregribelserne, har tidligere 
erfaring med de matematiske modeller, der skal i spil - og tror på at han kan gennemføre det.  
 
I relation til undervisning henvises der til to tilgange til at overkomme paradokset at det kræver kendskab 
til modellering for at kunne modeller. Den ene er ”emergent modeling”, hvor der ikke er en afgrænsning 
mellem modellering og ren matematik, se redegørelse for Gravemeijer (2007). Den anden tilgang er at 
studerende arbejder med modellering, hvor de har kendskab til den matematik der skal anvendes, og det 
foregår under tæt supervision af en underviser. Eller underviseren stiller projekter, der kræver læring af nyt 
matematik, som de studerende så guides igennem.  
 
Højgaard, T., (2010), Communication: The essential difference Between Mathematical 
Modeling and Problem Solving 
Modeling Students´ Mathematical Modeling Competencies: ICTMA 13, (pp. 255-264). New York: Springer. 
I artiklen gennemgår Højgaard hvad han anser for at være forskellen mellem modellering og problem 
løsning med fokus på hvilke typer opgaver, der understøtter udvikling af kompetencer inden for disse. 
 
Modellerings kompetence (jf. KOM-rapportens definition) besiddes når man kan gennemføre alle trin i 
cyklussen som ses på figuren (s. 258).  I dette indgår problemløsningskompetencen som er punkterne c, d 
og e. Opgaver der involvere problemløsningskompetencen kan også stå selv uden at være en del af 
modelleringsopgave. Overordnet er kompetence i problemløsning at kunne håndtere frustrationen i den 
situation hvor målet er kendt, men ikke ved hvordan vi skal komme der hen (s.260), hvor modellering også 
indebær at kunne håndtere at tage en del vigtige valg (punkterne a og b) uden at kende målet (s.259).  
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Højgaard pointer at det er vigtigt at undervisere pointere forskellen på de kompetencer for eleverne, og det 
står klart (både for underviser og elever) hvilke dele der arbejdes med i forskellige opgaver. Det er ikke 
entydigt hvilke opgaver der reelt involvere 
problemløsning, da det det afhænger af den enkelte 
elevs matematiske kunnen på det givne tidspunkt.  
 
I appendikset side 263 er der eksempler på opgaver der 
understøtter udvikling af modellerings kompetencen til 
korte(1) og længere forløb(2) – henholdsvis en lektion 
og to til fire uger, samt korte tidsopgaver der støtter 
problemløsnings kompetencer(3), som Højgaard selv 
har anvendt i udskolingen og gymnasiet. Eksempler 
indenfor de tre kategorier:  
 (1) Hvor mange gange kan man børste tænder med en tube tandpasta. 
 (2) Hvad er den bedst form på en metal dåse? 
 (3) Foretrækker du en opsparingskonto hvor du får 8% i årlig rente eller en hvor du  får 
kr. 110 årligt? 
Der ud over giver Højgaard eksempler på opgaver som han ikke mener har noget med problemløsning at 
gøre, men som figurere som sådan i matematikbøger og til studentereksamener: det er f.eks. opgaver hvor 
der for givne variable er givet en funktionsforskrift som der så  er forskellige delopgave til. Der argumenters 
ikke hvorfor dette ikke er anvendelige opgaver, selvom det kan ses som opgaver, der træner i brugen af 
matematiske redskaber, der er forudsætning for problemløsning kan finde sted.   
 
Blomhøj, M. & Jensen, T.H. (2003), Developing mathematical modelling competence: 
conceptual clarification and educational planning 
Teaching Mathematics and its Applications, 22, p 123-139 
 
I denne artikel præsenterer Blomhøj og Jensen deres tanker omkring et kursus i matematisk modellering på 
Roskilde Universitet. De starter med at redegøre for, hvad de mener med matematisk modellering og 
modelleringskompetence. Forfatterne deler processen i matematisk modellering op i seks delprocesser: 
a) Formulering af opgave. Her identificeres de aspekter ved virkeligheden, som skal modelleres. 
b) Systematisering. Her udvælges de objekter, relationer mv., der er relevante, og der foretages 
afgrænsninger, antagelser mv., der muliggør en matematisk repræsentation af de udvalgte 
elementer. 
c) Matematisering. Her oversættes de udvalgte elementer til et matematisk domæne.  
d) Matematisk analyse. Her anvendes matematiske metoder til at nå frem til matematiske resultater 
og konklusioner. 
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e) Fortolkning og evaluering af resultater. Her fortolkes de matematiske resultater inden for 
konteksten af det oprindelige problem fra virkeligheden.  
f) Evaluering af modellens validitet. Her evalueres modellen ud fra allerede eksisterende teoretisk 
viden og observerede eller forudsete data. 
Matematisk modellering er netop den aktivitet at udføre alle de nævnte delprocesser. 
Modelleringskompetence defineres videre som det at være i stand til på hensigtsmæssig måde at udføre 
samme delprocesser.  
Som udgangspunkt for deres diskussion af kurset på Roskilde Universitet opstiller Blomhøj og Jensen to 
forskellige eksempler på en modelleringsopgave om anæstesi. I det første eksempel spørges der blot, 
hvordan et stof skal gives under en operation. Blomhøj og Jensen betegner en sådan åben opgave som en 
invitation til matematisk modellering, fordi den kræver, at den studerende arbejder med samtlige seks 
delprocesser. I det andet eksempel gives der en del mere information i opgaveteksten. Mere specifikt giver 
opgaveformuleringen reelt svarene til delprocesserne a) og b), hvilket videre betyder, at der ikke skal 
arbejdes med delproces f). Med andre ord inviterer denne opgavetype til en mere begrænset grad af 
modelleringsaktivitet, med fokus på delprocesserne c), d) og e).  
De to opgavetyper kan ses i lyset af to forskellige tilgange til, hvordan man bør undervise i modellering. 
Ifølge den ene tilgang, den holistiske, skal de studerende have muligheden for at arbejde med alle 
processerne a)-f). Den første opgavetype er i overensstemmelse med denne tankegang. Den anden 
opgavetype har til gengæld den svaghed, at meget er givet på forhånd, hvilket kan have den konsekvens, at 
de studerende ikke opnår fuld modelleringskompetence. Desuden kan det være med til at motivere de 
studerende, hvis de også får mulighed for at arbejde med den indledende formulering og strukturering af 
problemet og den afsluttende validering. Ifølge den anden tilgang, den atomistiske, er matematisk analyse 
og især matematisering så kognitivt krævende, at det er nødvendigt i særlig grad at fokusere på disse 
delprocesser. Modellering, der involverer alle seks delprocesser, er tidskrævende og kan derfor tage tid 
væk fra udviklingen af de afgørende ”rene” matematiske kompetencer. Den anden opgavetype nævnt 
ovenfor er i overensstemmelse med den atomistiske tilgang. Her skal der ikke bruges tid på at formulere og 
strukturere opgaven, og derfor giver opgaven mulighed for at træne de vigtige matematiske kompetencer. 
Ifølge den atomistiske tilgang kan modellering på den måde bruges som et middel til at lære matematik. 
Modelleringen giver matematiske begreber ny mening for de studerende. 
Kurset på Roskilde Universitet er baseret på en erkendelse af nødvendigheden af at finde en balance 
mellem den atomistiske og den holistiske tilgang. På den ene side har mange studerende meget svært ved 
at bruge deres matematiske viden og færdigheder i modelleringssammenhænge. Dette gælder også, når de 
relevante matematiske værktøjer er velkendte. Som også Mogens Niss påpeger i et EMS Newsletter fra 
2012, er der ingen garanti for transfer af matematiske færdigheder til aktiviteter med modellering. Derfor 
lægges der i kurset vægt på træning af kompetencerne forbundet med delprocesserne c), d) og e). På den 
anden side påpeger Blomhøj og Jensen, at et fokus udelukkende på disse delprocesser ikke ville føre til 
udvikling af fuld modelleringskompetence. Der arbejdes derfor også med delprocesserne a), b) og f). 
Konkret skabes balancen mellem den holistiske og den atomistiske tilgang for det første ved, at der i kurset 
veksles mellem på den ene side projektarbejde og på den anden side mere traditionelle forelæsninger og 
opgaveseancer, der har fokus på de matematiske begreber og metoder. For det andet er der en progression 
i opgavetyper, således at de studerende i starten arbejder med relativt lukkede og strukturerede opgaver, 
mens de mod slutningen af kurset arbejder med modelleringsopgaver, der involverer alle modelleringens 
delprocesser. Her lægger Blomhøj og Jensen desuden vægt på, at hjælpen til de studerende i langt højere 
Matematikvejler, RUC, 2015 
3. semester projekt 
 
81 
 
grad er baseret på dialog end fx præfabrikerede hjælpespørgsmål i opgaveformuleringen. Dette tvinger de 
studerende til at tage udfordringen op med at indgå i samtlige af modelleringens delprocesser, hvilket er 
nødvendigt for at udvikle modelleringskompetence. Delprocesserne og de tilknyttede kompetencer gøres i 
øvrigt eksplicitte for de studerende. Ifølge forfatterne er den metakognitive bevidsthed, som dette 
medfører, med til at motivere de studerende og tydeliggøre meningen med modelleringsaktiviteterne.  
Afslutningsvist fremhæver Blomhøj og Jensen to implikationer af deres arbejde. Den første er, at det som 
allerede nævnt er vigtigt at finde en balance mellem den holistiske og den atomistiske tilgang. Ingen af de 
to tilgange kan stå alene, men de peger på, at dette måske er særlig vigtigt at understrege for den 
atomistiske tilgang. Denne tilgang er udbredt, fordi den passer ind i en traditionel måde at undervise i 
matematik på. Den anden implikation er, at en bevidsthed om modelleringens seks delprocesser kan være 
med til at kvalificere undervisningen i matematisk modellering. Der kan identificeres forskellige snublesten 
inden for hver af de seks delprocesser, og evalueringen af studerendes fremskridt kan desuden med fordel 
tage udgangspunkt i kompetencerne knyttet til hver delproces.  
 
Lesh, R. & Doerr,H.M. (2003), Foundations of a Models and Modeling Perspective on 
Mathematics Teaching, Learning, and Problem Solving 
Beyond Constructivism: Models and modeling Perspectives om Mathematics Problem solving, Learning and 
Teaching (pp. 3-33). Mahwah, NJ: Lawrence Erlbaum Associates, Publishers. 
 
I dette bogkapitel introducerer Lesh og Doerr begrebet model-eliciting activities. Med udgangspunkt i dette 
begreb gør de op med den traditionelle opfattelse, at løsning af problemer fra ”den virkelige verden” er 
sværere end løsning af traditionelle lærebogsopgaver, der ikke har relation til noget uden for 
matematikken. Ifølge Lesh og Doerr er det modsatte tilfældet. Det er en helt central pointe i kapitlet, at 
opgaver med et meningsfuldt ekstra-matematisk indhold er en frugtbar vej til matematisk læring. Model-
eliciting activities er netop sådanne opgaver.  
Lesh og Doerr definerer en model som et begrebsmæssigt system, der består af elementer, relationer og 
regler for interaktion mellem disse, og som kommer til udtryk gennem eksterne repræsentationer (fx 
ligninger, grafer, tabeller). Disse repræsentationer benyttes til at konstruere, beskrive og forklare andre 
systemer. Ifølge Lesh og Doerr kan modeller som antydet både opfattes som mentale repræsentationer hos 
individet og som de eksterne udtryk for disse repræsentationer. Model-eliciting activities er aktiviteter, der 
er konstrueret sådan, at de muliggør og fremmer udviklingen af modeller hos elever.  
Når elever indgår i model-eliciting activities bringes de i situationer, hvor fænomener fra virkeligheden skal 
beskrives og forklares ved hjælp af matematik. Lesh og Doerr giver som eksempel en opgave, hvor eleverne 
skulle udvikle en metode til at vurdere folks størrelse ud fra deres fodaftryk. En sådan opgave inviterer til 
modellering, og Lesh og Doerr påpeger, at en løsning af opgaven vil kræve flere iterationer af 
modelleringscyklussen. I løbet af disse iterationer raffineres elevernes beskrivelser og forklaringer af 
situationen gradvist fra et udgangspunkt, hvor elevernes tænkning er relativt inkonsistent og ”fattig”. 
Gennem processen i model-eliciting activities sker der ifølge Lesh og Doerr signifikant læring hos eleverne. 
Eleverne vil ofte i løbet af processen udvide og raffinere deres måde at tænke på. Samtidig vil de ofte 
udvikle matematiske begreber og idéer, som de ikke har fået serveret af læreren. Model-eliciting activities 
er simpelthen en vej til matematisk begrebsdannelse. Lesh og Doerrs forskning viser, at selv elever, der 
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almindeligvis er svage, gennem model-eliciting activities kan opfinde matematiske begreber, som man 
ellers ikke ville have vurderet, at man kunne lære dem ved instruktion.  
Man kan beskrive Lesh og Doerrs tilgang som ”models for the learning of mathematics”, jf. Niss (2010). 
Gennem model-eliciting activities opbygger eleverne modeller, og denne modelbygning er med til at 
fremme deres forståelse for matematiske begreber og idéer. Lesh og Doerr stiller sig således i opposition til 
den forestilling, at elever og studerende ikke kan udvikle matematiske begreber på egen hånd. Det kan de, 
og man når en bredere gruppe af elever med denne tilgang. Mange elever, som klarer sig dårligt i den 
traditionelle undervisning og i standardiserede tests, kan vise langt mere af, hvad de kan, når de indgår i 
model-eliciting activities.  
Som en sidste pointe skal det nævnes, at model-eliciting activities kan give indblik i elevers tænkning og 
læring. Ifølge Lesh og Doerr er model-eliciting activities tankeafslørende aktiviteter. Under aktiviteterne 
sker der på relativt kort tid en begrebsmæssig udvikling hos eleverne, som det er muligt at observere. 
Derved kan man få indblik i, hvordan eleverne udvider og raffinerer deres begreber og idéer. Dette kan 
danne udgangspunkt for forskning i kognitiv udvikling, og nok så vigtigt kan det være et værktøj for lærere, 
der ønsker indblik i elevernes tænkning, læring og fremskridt.  
 
Ferri, R.B., (2006), Theoretical and empirical differentiations of phases in the modelling 
process  
ZDM -The International Journal on Mathematical Education, 38, p 86-95 
 
I denne artikel anlægger Ferri en kognitionspsykologisk vinkel på modelleringsprocessen. Det betyder 
blandt andet, at hun i modsætning til visse andre teoretikere lægger vægt på modellørens mentale 
repræsentation af den ekstra-matematiske situation, der skal modelleres. Et andet kognitionspsykologisk 
aspekt ved modellering handler om modellørens matematiske tænkestil, der ifølge Ferri har indflydelse på 
den overordnede proces med at oversætte situationer fra virkeligheden til matematik.  
Gennem en undersøgelse af elever på 10. klassetrin på en række tyske gymnasier fremlægger Ferri en 
empirisk beskrivelse af forskellige faser i modelleringsprocessen og overgangene mellem disse faser. 
Beskrivelsen er baseret på elevernes udsagn, mens de var i gang med konkrete modelleringsopgaver, og 
den inkluderer blandt andet kognitive aspekter ved elevernes modellering. Ferri tager udgangspunkt i en 
situation fra virkeligheden, der skal modelleres. Med udgangspunkt i den virkelige situation danner 
individet en mental repræsentation af situationen. Ved denne overgang forsøger individet at forstå og 
danne sig et billede af den situation, der skal modelleres. Ifølge Ferri sker dette i høj grad på et ubevidst 
plan. Den mentale repræsentation kan i øvrigt variere fra individ til individ, blandt andet afhængig af den 
enkeltes matematiske tænkestil.  
Med udgangspunkt i den mentale repræsentation af situationen begynder individet nu på et mere bevidst 
plan at foretage idealiseringer og tilpasninger. Dette resulterer i en real model, som er en idealiseret 
version af det stykke virkelighed, der skal modelleres. Processen fortsætter nu ved, at individet gennem 
matematisering skaber en matematisk model. Repræsentationen af den oprindelige virkelige situation er 
nu i højere grad end tidligere eksternaliseret, fx i form af figurer og formler. På den baggrund kan 
modelløren komme frem til matematiske resultater, som efterfølgende fortolkes inden for rammerne af 
den ekstra-matematiske situation. Afslutningsvis sker der en validering af resultaterne. Her sammenlignes 
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resultaterne ifølge Ferri med modellørens mentale repræsentation af situationen. Dette kan ske på et 
intuitivt plan. Eksempelvis fornemmer modelløren måske, at der er noget galt, men hun kan ikke sætte ord 
på det. I andre tilfælde er valideringen mere bevidst og baseret på relevant ekstra-matematisk viden. 
Ferri påpeger, at det kognitive aspekt i høj grad har været overset i diskussioner af modelleringsprocessen. 
Hun omtaler en række forskellige tilgange til processen, der i større eller mindre grad inddrager det 
kognitive aspekt. Én af disse tilgange skelner ikke mellem den mentale repræsentation af situationen og 
den såkaldte real model. Processen beskrives her ud fra overgange mellem situation fra virkeligheden, real 
model og den matematiske model. En anden tilgang opererer udelukkende med en situation fra 
virkeligheden og den matematiske model. Her er der således ingen omtale af faser mellem disse 
yderpunkter. Ifølge Ferri er det en mangel, at der har været et begrænset fokus på det kognitive aspekt, 
idet det vil kunne give indsigt i tænkningen hos elever og lærere. Ferri anerkender på den anden side, at 
den optimale måde at beskrive modelleringsprocessen på kan afhænge af sammenhængen. Hun refererer 
eksempelvis til en undersøgelse, der viste, at elever havde svært ved at skelne mellem real model og 
matematisk model. Ferri lægger derfor op til diskussion af, om forskellige beskrivelser af 
modelleringscyklussen er hensigtsmæssige, afhængig af om den skal bruges til forskning eller undervisning.  
 
Maass, K., (2006), What are modelling competencies? 
ZDM -The International Journal on Mathematical Education, 38, p 113-142 
 
I artiklen gennemgår Maass resultatet af litteraturstudie omhandlende andres empiriske undersøgelser 
samt hendes egne empiriske studie, for at fastlægge hvad modellerings kompetencer egentligt er; og 
hvorvidt hjælper undervisning eleverne til selv at kunne udføre modellering. 
Som udgangspunkt har forfatteren defineret modelleringskompetence som: ”Modelling competencies 
include skills and abilities to perform modelling processes appropriately and goal-oriented as well as the 
willingness to put these in action. ”(s 117). 
 
Udgangspunktet for modellerings kompetencer er baseret på Blum og Kaisers teoretiske opstillede 5 
kompetencer med underkompetencer i relation til trinene i modellerings processen. På baggrund af egne 
undersøgelser komme Maass frem til ydereliger 4 faktorer, der har betydning for elevernes 
modelleringskompetence. Oversigten over disse er i tabellen herunder. 
 
Kompetencer i relation til de enkelte trin i modellerings cyklussen 
 Forstå det reelle problem og sæt en model op baseret på virkeligheden (verden uden for 
matematikken) 
 Opstille en matematisk model ud fra virkeligheds modellen 
 Matematisk problemløsning i relation til den matematiske model 
 Fortolke den matematiske løsning i relation til det oprindelige problem 
 Validere løsningen 
Metakognitive modellerings kompetencer, dvs. forestillinger om selve cyklussen  
Kompetencerne til at strukturere problemer og arbejde med en fornemmelse af retningen for løsningen, 
dvs. i hele processen have målet for sig. 
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Kompetence til at argumenter ud fra modellerings processen, samt nedskrive disse argumenter 
Kompetence til at se de muligheder matematik giver for at løse problemer i verden uden for 
matematikken, samt ser positivt på disse muligheder.  
 
I forhold til den sidste kompetence har Maass ud fra sin undersøgelse identificeret fire arketyper af 
modellør, som angivet i dannebrosfiguren: 
 
 
 
Udover kompetenceren konkludere Maas at det er udfordrende at inddrage modellering i den daglige er en 
udfordring. Da det kræver fokus på kompetencer er det ikke nok at give lærerne relevante elevopgaver, 
læreren skal selv have  kendskab til relevante undervisningsmetoder.  
I relation hertil kan nævnes de eksempler hun nævner andre empiriske undersøgelser har vist at virke 
positivt på udviklingen af modelleringskompetence er: 
 Kendskab til modellerings processen 
 Gruppearbejde 
 Matematiske færdigheder 
 Beskrive og kontroller ens egne tanker (metakognition) 
 Konteksten kan både være motiverende og demotiverende 
 Holdning til modellerings eksempler 
+ Positiv 
  
 
 
 
 
 
- 
Negativ 
Matematikfjern modellør 
 
Er gode til at opstille og 
strukturere virkelighedens 
problemet og validere.  
Har problemer med 
matematisering, problemløsning 
og fortolke komplekse løsninger  
Reflekterende modellør 
 
Har sjældne problemer med 
modellering 
 
 
 
 
 
+ 
Positiv 
 
 
 
 
 
 
 
Holding til 
matematik 
Uinteresseret modellør 
 
Har problemer i alle 
delprocesserne  
Virkelighedsfjern modellør 
 
Har ofte problemer med at 
opstille problemet i 
virkeligheden, delvis fortolkning 
af det matematiske løsning, samt 
validering 
 - 
Negativ 
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I artiklen findes en nærmere redegørelse for indsamling af data, valg af modelleringseksempler f.eks. større 
projekter som overflade arealet af en Porsche (bruges til at beregne omkostninger til lakering) til mindre 
hjemarbejde/test som svare til spørgsmålene i 13 spørgsmål fra professoren (bilag 14) evalueringsmetoder, 
eksempler på elevbesvarelser mm.  Selve undersøgelser er foretaget i to 7. klasser i Tyskland, hvor 
tilrettelæggelsen er sket ud fra krav i bekendtgørelser og ovenstående punkter.  
 
Galbraith, P. & Stilman, G., (2006), A Framework for Identifying Student Blockages during 
Transition in the Modeling Process. 
ZDM -The International Journal on Mathematical Education, 38, p 143-162 
 
I artiklen gennemgår Galbraith og Stilman undersøgelse af eleveres arbejde med konkrete 
funktionsbaserede modelleringsopgaver. Formålet har været at undersøgt hvilke mulige snublesten, der er 
for elever når de arbejder med modellering for at udarbejde et begrebsramme (ikke færdig) som 
undervisere kan bruge til at diagnosticere og planlægge intervention når eleverne arbejder med 
modellerings opgaver. Begrebsrammen blev udformet ud fra studier af elevers arbejde med at bestemme 
den bedste løbsbane (cunning running task) og bekræftet/forfinet ud fra to andre modelleringsopgaver: 
Barbie bungee jump med elastikker og bestemme bedste placering for skud mod mål på fodboldbane. 
 
Formålet med modellering er ikke her at lære nye matematiske begreber eller få en anden matematisk 
forståelse, men at løse reelle problemer uden for matematikken ved hjælp af matematik.  
Diagrammet (s. 144) herunder angiver syv etaper (A til G) i modelleringscyklussen hvor der i undersøgelsen 
har været fokus på aktiviteterne (og problemer eleverne har haft  i overgangene og dermed få en mere 
detaljeret beskrivelse af disse aktiviteter, denne oversigt er indsat sidst. De overordnede aktiviteter som 
modelløren skal udføre ses til højre. 
Fra A til B 
Strukturere 
Lave forsimplende antagelser 
Identificer strategiske størrelser/variable 
Tolke konteksten 
Fra B til C 
Antagelser 
Formulere 
Matematisere 
Fra C til D 
Arbejde matematiske 
Fra D til E 
Fortolke det matematiske svar 
Fra E til F 
Sammenligne 
Være kritiske 
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Vigtige overordnede resultater af undersøgelsen er at det er nødvendigt at eleverne har de matematiske 
værktøjer (gælder både matematiske objekter som konkrete funktionstyper og CAS-værktøjer) på plads, 
der skal bruges i den konkrete modelleringsforløb, inden modelleringsopgaven stilles, da det ellers bliver 
for kognitiv krævende for eleverne at arbejde med modellering. Dette bør være gennemtænkt at læreren 
inden en modelleringsopgave gives til eleverne.  
Nedenstående tabel er en begrebsramme (s. 147) vedr. elevernes snublesten i relation til modellering.  
 
 
Validere 
Fra F til G 
Kommunikere 
Begrunde 
Fra F til B 
Genoptage modellering (hvis krævet) 
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Bilagsoversigt 
Bilag 1: Identifikation af modelleringsfaser 
Bilag 2: Modellering med funktioner 1 
Bilag 3: Modellering med funktioner 2 
Bilag 4: Hvor langt er der til horisonten 
Bilag 5: Østbroen ved Storebælt 
Bilag 6: Opgaver til vurdering af udbytte 
Bilag 7: Matematikforestillinger i forbindelse med modellering 
Bilag 8: Mettes gruppes svars på livredderopgaven 
Bilag 9: En standard modelleringsopgave 
Bilag 10: Opgave med mælk i kaffen 
Bilag 11: Mettes besvarelse af opgaven med mælk i kaffen 
Bilag 12: Afsluttende test fra AASG 
Bilag 13: Modelleringscyklussen 
Bilag 14: Detektionstest til semester 3 



 
Østbroen i tal 
Længder og højder Dimensioner 
Samlet længde 6.790 meter. 
Længde af selve hængebroen Cirka 2.700 meter. 
Gennemsejlingshøjde 65 meter. 
Bredde mellem bropillerne 1.624 meter. 
Vejbanens højeste punkt 72 meter over havet 
Vejbredde mellem autoværn 24,1 meter. 
Enkelt vejbredde 3,5 meter. 
Højde på autoværn 1,3 meter. 
Største stigning 2,1 % 
Brotårnenes højde 254 meter over havet. 
Hovedkablernes længde Cirka 3.000 meter. 
Hovedkablernes diameter 0,85 meter. 


  
 
 
 
 
  
 
















 Her er 7 spørgsmål fra professorens venner. Det er meget vigtigt, at du svarer på alle spørgsmålene, også 
hvis der skulle være nogle du ikke synes du kan gøre noget ved.  
Spørgsmål 1 
Hans og Grethe satte 1000 kr. og hævede dem igen efter fire år. I Hanses bank startede han ud med at få 2% 
i rente pr. år, men efter et år kom finanskrisen og renten faldt til 1% pr. år. I den periode faldt huspriserne 
næsten 22% i den egn af landet hvor Grethes hus lå, men i Hanses del af landet faldt de kun med 18%. I 
Grethes bank havde de forudset, at der snart ville blive uro på aktiemarkedet, og de var godt forberedte. De 
havde fra starten sat renten ned til 1.5% om året, og det renteniveau kunne de holde igennem hele perioden. 
Hvad var den gennemsnitlige rente i procent om året som Hans fik? 
  
  
  
Spørgsmål 2 
 
 
I din smørpakke er der 100 g smør, og du ønsker at bruge det hele. Hvor meget sirup skal der i? 
 Begrund dit svar. 
Spørgsmål 3 
På figuren (og i tabellen) ser du en graf over livslængde og alkoholforbrug for en gruppen lidt specielle 
mennesker. Er der nogen sammenhæng mellem livslængde og forbruget af alkohol? Begrund dit svar. 

Spørgsmål 4 
På skolen kan man få seks chokoladeboller for 36 kr. og en cola for 24 kr. Opskriv en formel der udtrykker 
sammenhængen mellem prisen for chokoladeboller og cola. Begrund dit svar. 
 
  
Spørgsmål 5 
Se på billedet nedenfor af Parthenon i Athen. Det er et fantastisk bygningsværk som består af 8 søjler på 
den ene led og 17 søjler på den anden led. Hvor langt er templet cirka? Begrund dit svar. 
 
Spørgsmål 7 
 
Kursen på Novo aktier er vokset med 7% hvert kvartal de sidste to år. Tegn en graf der illustrerer 
udviklingen? Brug grafen til at konkludere den gennemsnitlige stigning pr. måned de sidste to år. 
Argumenter for dine valg. 
 

13 Spørgsmål fra Professoren 
Ved Mogens Niss & Uffe Thomas Jankvist 
Her er 13 spørgsmål fra professoren. Det er meget vigtigt for vores undersøgelse, at du svarer på 
alle spørgsmålene, også hvis der skulle være nogle du ikke synes du kan gøre noget ved. På forhånd 
stor tak for hjælpen! 
Spørgsmål 1 
Hans kan gå fra Roskilde Station til Roskilde Domkirke på 6 minutter. Grethe skal bruge 8 
minutter. Hvor lang tid tager det, hvis de følges ad? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 2 
Du er ved at lave din egen dressing til en salat. Her er en opskrift på 100 milliliter (ml) dressing. 
Salatolie 60 ml 
Eddike 30 ml 
Soyasauce 10 ml 
 
Hvor mange ml salatolie skal du bruge for at lave 150 ml af denne dressing? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 3 
Søren vil sætte sine sparepenge i banken. Banken Tæsk tilbyder 0,25 % i rente hvert kvartal, hvis 
han lader pengene stå i 2 år. Banken Bank tilbyder 1% i årlig rente, hvis han lader pengene stå i 2 
år. Er det ligegyldigt hvilken bank Søren vælger, eller har han fordel af at vælge den ene frem for 
den anden? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 4 
På en bestemt skole er der 6 gange så mange elever som lærere. Opskriv en formel der udtrykker 
sammenhængen mellem antallet, E, af elever og antallet, L, af lærere. Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Spørgsmål 5 
Se på billedet ovenfor. Hvor høj er den forreste bygning cirka? Begrund dit svar.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 6 
Et oliefelt indeholder 100 millioner tønder olie. Ali siger, at hvis man hvert år udvinder 1 million 
tønder olie, slipper olien op efter 100 år. Aya siger, at hvis man hvert år udvinder 1% af den olie, 
der er tilbage, slipper olien aldrig op. Hvem har ret og hvorfor? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 7 
På en ret stejl bakke i Athen findes en vej op, der er ca. 4 km lang. Rikke, som er i god form, kan 
bestige bakken med en gennemsnitsfart på 3 km i timen, og gå ned igen med den dobbelte fart. 
Hvad er Rikkes gennemsnitsfart for den samlede tur? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 8 
Et pizzeria serverer to runde frokostpizzaer af samme slags og tykkelse, men i forskellig størrelse. 
Den mindste har en diameter på 30 cm og koster 30 kr. Den største har en diameter på 40 cm og 
koster 40 kr. Hvilken pizza giver mest for pengene? Vis, hvordan du kom frem til dit resultat. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 9 
I landet Zedland er der to aviser, der søger sælgere. Annoncerne nedenfor viser, hvordan de betaler 
deres sælgere.  
 
 
 
 
 
 
 
John beslutter sig for at søge en stilling som avissælger. Han skal vælge mellem Zedland Posten og 
Zedland Tidende. Hvilken af de følgende grafer (A, B, C eller D) er en korrekt fremstilling af, 
hvordan de to aviser betaler deres sælgere? Begrund dit svar.  
ZEDLAND POSTEN 
BRUG FOR EKSTRA PENGE? 
SÆLG VORES AVISER 
Du vil blive betalt: 0,20 zeds pr. 
avis for de første 240 aviser, du 
sælger på en uge, plus 0,40 zeds for 
hver ekstra avis, du sælger.
ZEDLAND TIDENDE 
GODT BETALT JOB, DER IKKE 
TAGER LANG TID! 
Sælg Zedland Tidende og tjen 60 
zeds om ugen, plus ekstra 0,05 zeds 
pr. avis du sælger.  
             
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 10 
Mohammed sidder på en gynge. Han begynder at gynge. Han forsøger at komme så højt op som 
muligt.  
Hvilken af følgende grafer (A, B, C eller D) afbilder bedst højden af hans fødder over jorden mens 
han gynger? Begrund dit svar. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 11 
En terning af træ med alle kanter lig 2 cm vejer 4,8 gram. Hvad vejer en terning af træ, hvor alle 
kanterne er 4 cm? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 12 
Af helbredsmæssige årsager bør folk begrænse deres anstrengelser, fx under udøvelse af sport, for 
ikke at overskride en bestemt hjertefrekvens (antal hjerteslag pr. minut). Før i tiden var 
sammenhængen mellem en persons anbefalede maksimale hjertefrekvens og personens alder (målt i 
år) beskrevet ved følgende formel (hvor der ses væk fra enheder): 
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 220 – alder. 
Nyere forskning viste at denne formel burde ændres en smule. Den nye formel er som følger: 
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 208 – (0,7 × alder). 
En avisartikel skrev: ”Et resultat af at benytte den nye formel i stedet for den gamle er, at det 
anbefalede maksimale antal hjerteslag per minut for yngre mennesker nedsættes en smule, mens det 
for ældre mennesker forhøjes en smule.”  
Avisens påstand er korrekt. Fra hvilken alder og frem forhøjes den anbefalede maksimale 
hjertefrekvens ved overgang til den nye formel? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 13 
Kelly kørte en tur i sin bil. Pludselig løb en kat ud foran bilen. Kelly bremsede hårdt op og undgik 
at ramme katten. Lettere rystet besluttede Kelly sig for at køre videre. Diagrammet nedenfor viser 
en forenklet gengivelse af bilens fart i løbet af turen.  
Hvad var klokken, da Kelly bremsede hårdt op for at undgå at ramme katten? Begrund dit svar. 
 
                         
 
 
 
 
 
 
